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Definicja 1 Dzialaniem n zmiennych (n-arnym) w zbiorze X nazywamy
funkcje f X" — X.

Definicja 2 Algebra A nazywamy pare (A, {fi},er), gdzie A jest niepustym
zbiorem dziatan f; na zbiorze X.

Przyktad 1 (Z,+,—,-,7,0) to algebra sktadajaca sie ze zbioru liczb catkowitych
i binarnych dziatani sumy +, odejmowania —, mnozenia -, unarnego (1-
arnego) dzialania brania elementu odwrotnego do dodawania ~ oraz bezar-
gumentowego dzialania (mowi sie takze "wyréinionego elementu”) 0. Do
tej algebry nie mozna dotaczyc dzialania dzielenia , bo dzielgc dune liczby
catkowite nie otrzymujemy w wyniku liczby catkowitey.

Przyktad 2 (2{¢0=v2 U N, <\, 0) to algebra, ktora tworzy rodzina (zbiér)
podzbioréw zbioru liter alfabetu, a dzialaniami sq binarne: U,N, =\ (suma,
iloczyn, réznica symetryczna i réznica zbioréw); unarne’ (branie dopelnienia
zbioru) 1 wyrdzniony element 0, czyli 2bidr pusty.

Przyklad 3 W algebrze dziatania moga byé zdefiniowane w bardzo rozny i
wymyslny sposdb; np. (R, f1, fa, f3), gdzie fi(a,b) = 3Z2+f7 to pewne dziatanie
binarne, fa(a,b,c,d) = b Log(|la + 2d| + 1) - dzialanie 4-arne, f3(a) = [a]
to zaokraglenie a w dét (tzw. cecha). Uwaga praktyczna: trzeba uwwazaé
aby nie przesadzi¢ przy wymyslaniu dziwnych dziatan, aby zawsza dziatania
byty dobrze okreslone, tzn. w tym przypadku do danej algebry nie mozna
doltaczyé np. dziatania fi(a) = \/a, poniewaz pierwiastek nie jest okreslony
na wszystkich liczbach rzeczywistych.

0Zadania czes$ciowo na podst. skryptu ” Algebra i Geometria Analityczna z zadaniami”,
E. Plonka, Gliwice 1990



Przyklad 4 Algebrami sq: pdlgrupa (G,+), grupa (G,+,~,0), pierscien
(R, +,-,7,0), przestrzen liniowa (V,+, xy, ), gdzie K to ciato, nad ktorym
jest zdefiniowana przestrzen liniowa. Samo ciato (K, +,-,7,71,0,1) nie jest
algebra, bo nie jest okreslona funkcja ~! na elemencie 0, tzn. nie ma elementu
odwrotnego do 0.

Definicja 3 Jesli A = (A, {fi},er) jest algebra, B niepustym podzbiorem
zbioru A i dla kazdego t € T funkcja f; jest dziataniem w B, to algebre
B = (B, {fit}er) nazywamy podalgebrq algebry A = (A, {fi},er)-

Zawsze podalgebra algebry A jest A.

Przyklad 5 W przyktadzie 1 podalgebrq jest np. zbior wszystkich zatkowitych
liczb podzielnych przez 5 tzw. 5Z. Mozna bowiem nietrudno udowodnié, Ze
suma, roznica 1 iloczyn elementow podzielnych przez piec rowniez jest po-
dzielny przez piec. Podobnie element odwrotny do elementu podzielnego przez
piec takze jest podzielny przez piec. Wreszcie 0 tez jest podzielne przez piec.
Ogolnie, kazdy zbior nZ liczb podzielnych przez n z dziataniami zdefiniowa-
nymi jak powyzej jest podalgebra (Z,4+,—,-,~,0).

Przykiad 6 W przyktadzie 2 przyktadem podalgebry jest zbior skadajacy sie
ze zbioru pustego O i ze zbioru wszystkich liter X = {a,b,...,x,y,z}. Rze-
czywiscie, uzywajac dziatan sumy, rozinicy, iloczynu i sumy roztacznej na
zbiorze pustym i X w wyniku zawsze uzyskam jeden z nich. Ponadto X' =0,

0 =X.
Definicja 4 Niech A = (A, {fi},er), B = (B, {9:}1er) sa dwiema algebrami

takimi, Ze f; i gy, t € T saq dziataniami ny zmiennych. Funkcja ¢ : A —
B nazywa sie homomorfizmem algebry A w B, jesli g,(p(ar), ..., p(an,)) =
o(filay,...,an,)) dla wszystkich ay, ...,a, € A orazt € T.

Przyklad 7 Oto kilka homomorfizmow:

1. ¢ odwzorowywujacy dowolna algebre A = (A, { fi},er) w A = (A, {fi}ier),
bedacy odwzorowaniem identycznosciowym.

2. Dowolnej grupy w dowolnag inna grupe w taki sposéb, ze p(x) = 0 dla
dowolnego elementu x z grupy.

3. Odwzorowaniap : (Z,+,-,0) — (Z,+,-,0) postaci ¢(x) = nx, n usta-
lona liczba catkowita.

Definicja 5 Relacje typu réwnowaznosci R na zbiorze A nazywa sie kon-
gruencjq algebry A = (A, {fi},cr), jesli dla kaidego dziatania fi, posia-
dajacego ny zmiennych, t € T, warunek a;Rb; dla v = 1,...,n; implikuje
filay, ...y an, )R fe (b1, ..., by,).



Przyklad 8 W algebrze (Z,V,N\,~,=), gdzie Z jest zbiorem wszystkich
zdan logicznych a V, N\, ~,= sa spojnikami logicznymi relacja pRq wtedy
1 tylko wtedy gdy p © ¢ maja takq sama wartosé logicznag jest kongruencja.
Sq tutaj dwie klasy abstrakcyi wzgledem zadanej relacji: pierwsza tworzq
wszystkie zdania prawdziwe, a drugqg wszystkie zdania fatszywe.

Sprawdzmy warunki kongruencyi dla dziatania (dwuargumentowego) \V; niech
a1Rby i aaRby. Sa dwie moZliwosci: albo ay i ay sa obydwa fatszywe (stad by i
by réwniez) to wtedy ay V aq jest fatszywe i by \V by tez. Jezeli natomiast ktores
ze zdan ay, as jest prawdziwe (stqd ktores z by i by réwniez) to wtedy ay V as
jest prawdziwe i by V by tez. Dla pozostatych dziatan dowdd jest podobny.

Przyktad 9 W algebrze (Z,,+,” ,0) kongruencja jest przystawanie modulo
m, gdzie m jest dowolnym dzielnikiem n (oczywiscie moze m. in. byé réwny

n lub 1)

Zadanie 1 Pokazac, Ze w podalgebrze (B,+,”) algebry (Z,+,”) znajduje
sie element 1 wtedy 1 tylko wtedy gdy B = 7Z. Pokazaé, zZe w podalgebrze
(B,+) algebry (Z,+) znajduge sie element 1 wtedy i tylko wtedy gdy B O N.

Zadanie 2 ZnaleZé inne podalgebry algebr zdefiniowanych w przyktadach 1
1 2 niz pokazane w 5 i 6.

(Rozw. w pierwszym przyktadzie moze to byc tylko {0}. W drugim przyktadzie
jest to np B = {0,{a,b,c},{d,e,....,x,y,2},{a,b,....x,y,2}}. A moze potra-
fisz wskazac jeszcze inne, np. osmioelementowe? A juz naprawde trudne jest
do pokazania, zZe ilosé elementow w kazdej podalgebrze tego typu musi bycé
potega dwdjki!)

Zadanie 3 Opisacé wszystkie podalgebry algebry (N, o), gdzie aob = a+b—1,
zawierajace: a) dwdjke b) trdjke c¢) czwirke.

Zadanie 4 Wykazaé, ze (a++/2b, +,-,~ ,0, 1) jest podalgebrq algebry (R, +,-,~,0,1).
Pokazaé, zZe jest to rowniez prawdaq dla podalgebry sktadajacej sie z elementow
a+ /p-b dla dowolnej liczby pierwszej p.

Wykazaé, ze (a+2§b+4%c, +,+,7,0,1) jest podalgebra algebry (R, +,-,7,0,1).
Uwaga: wspotczynniki a, b, c to liczby catkowite.

Zadanie 5 Wykazaé, ze homomorfizmem (2%,N,U, —) na algebre (2%, U, N, —)
(zwrdé uwage na kolejnosé binarnych dziatar) jest funkcja p(A) = —A. —A
oznacza dopelnienie zbioru A.

Zadanie 6 Niech RY oznacza 2bidr wszystkich nieskonczonych ciggow o
wspdtczynnikach rzeczywistych.  Czy homomorfizmami ¢; : (A, +,:) —
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(R, +,-) sa funkcje:

limy_.o|an| jesli ta granica istnieje
() = { 0 w przeciwnym wypadku
p2(x) = a3 — agz + 4ag

(z)
p3(z) = 1+ az — agy + 4ag
pa(z) = min,__Nlan|
os(x) = minneN|an+1 — ay|
maz, Nlan| jeslita liczba istnieje
po(x) = :
w przeciwnym wypadku

Zadanie 7 Udowodnic¢ ze w algebrze (Z,+,-, ,0) kongruencjq jest przysta-
wanie modulo n, n € N, ustalona.

Zadanie 8 W dowolnej algebrze A kongruencjami sq:
a)aRb< a=0>b; b)aRb Va,be A.

Zadanie 9 Znalezé wszystkie podalgebry i kongruencje w algebrach a) (X; X¥)
b) (X;1dx) ) (X; fu), gdzie fo, = (x,y) = zo dla x,y € X; x¢ jest usta-
lonym elementem z X (rozw. podalgebrami sq w a) tylko (X;XX), w b)
dowolny podzbior X, w ¢) dowolny podzbior X zawierajacy xg.

(W a) kongruencjami sa tylko relacje okreslone w zadaniu 8, w b) i ¢) sa to
dowolne relacje réwnowaznosci).

Zadanie 10 Dla jakiego n € N w pierscieniu (Z,,+, ) homomorfizmen jest
funkcja o(x) = 2™?

Zadanie 11 (2%,U,N) jest algebra. Udowodnié, ze kazdy podzbior X z wy-
mientonymi dziataniami jest jego podalgebrq. Ktore z ponizszych relacji sa
kongruencjamsi:

1. ARB & |A| = |B|

2. ARB ACBVBCA

3. ARB& A+B=10



