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Definicja 1 Niech G bedzie zbiorem z dziataniami: binarnym &, unarnym
~ oraz wyrdznionym elementem e (czyli G nie moze byé pusty).
Niech powyzsze dziatania spetnajq nastepujace rownosci:

V91,92,93 € G (91D g2) g3 = 91 D (92 D g3) (1)
VgeG gBe=ePg=g (2)
VgeG dgelG gbg=gDg=ce. (3)

Wtedy (G, @, ,e) (albo w skrdcie G) nazywamy grupa. Element e nazywamy
elementem neutralnym dziatania @, a g elementem przeciwnym do g.

Definicja 2 Jezeli w grupie zachodzi rownosé:

V91,2€G 1D g =90Dq

to grupa G jest przemienna.

Przyklad 1 Grupy przemienne:

1.1 (C,+,7,0),

1.2 (Zn, +n,, ,0) - grupa liczb catkowitych modulo n: {0,1,...,n — 1},

1.3 (R \ {0}7 '771 ) 1)7

1.4 (R, +,7,(0,0,...)) - grupa nieskoniczonych ciagéw o wyrazach rzeczywi-
stych,

1.5 (]RR, +,7,0) - grupa funkcji rzeczywistych,

1.6 Grupa obrotéw wielokata foremnego z operacja skladania obrotow.



Przyklad 2 Grupy nieprzemienne (wykazanie ich nieprzemienno$ci pozo-
stawiam do wykazania czytelnikowi):

2.1 (GL(2,R),-,~ 1, I) - grupa odwracalnych macierzy 2x 2 o wspdtczynnikach
rzeczywistych,

2.2 (S,,0,71 id), n > 2 grupa permutacji zbioru n-elementowego z operacja
sktadania,

2.3 (RR, 0,71 ) grupa réznowartosciowych funkcji rzeczywistych z operacja
skladania,

2.4 Grupa przeksztalcen izomorficznych wielokata foremnego (np. dla kwa-
dratu elementami tej grupy sa obroty kwadrata wokét jego srodka o 0°,90°, 180°, 270°
oraz cztery symetrie osiowe).

7 twierdzen Birkhoffa wynika, ze réwniez iloczyn kartezjanski grup, iloraz
dwéch grup (o ile grupa bedaca dzielnikiem jest normalna) oraz obraz homo-
morficzny grupy jest grupa.

Przyklad 3 R jest grupa (z dodawaniem). Zatem zbidr rzeczywistych nie-

skonczonych ciqgow RN—RxRx... jako iloczyn kartezjanski grup rowniez
jest grupa.

Uwaga: sa dwa rodzaje zapisu uzywane w grupach. Jezeli & mozna utozsamiaé
z dodawaniem to Grupe zapisujemy (G,+,”,0). Jest to zapis addytywny,

uzywany np. w przykiadzie 1.1 lub 1.2.

Jezeli @ utozsamiamy z mnozeniem jak w przykladzie 1.3 to G zapisujemy

(G,-,71,1), a warunki (1) (2) (3) wygladaja nastepujaco:

Va1,92,93 € G (9192)93 = 91(9293) (4)
Vge G gl=1g=g (5)
VgeG 3¢geCG g9t=glg=1. (6)

Wtedy 1 - ”jedynka” jest elementem neutralnym dla mnozenia, a ¢—* jest
nazywany elementem odwrotnym do g.

Dalej jezeli nie bedzie konieczne inaczej to bedziemy stosowaé¢ zapis multi-
plikatywny.

Definicja 3 Niech G jest grupa. Jezeli H C G oraz
Vhi,ho € H hihy € H (7)

YVheH h'ecH (8)
to wtedy H jest podgrupa H co oznaczamy H < G.



Definicja 4 Niech G jest grupa, g € G. Rzedem elementu g (oznaczany
rz(g) lub |g|) nazywamy najmniejsza liczbe naturalng n taka, ze g" = e.

Przyklad 4 Podgrupa dowolnej grupy G jest zawsze G oraz trywialna {e}.

Przyklad 5 W 5.1 —5.6 sq opisane przyktadowe podgrupy grup odpowiednio
1.1 = 1.6. Uwaga: rQ = {rq: q € Q}.
51 (R, +,7,0), (Q,+,7,0), (Z,+,7,0), (Q+rQ,+,7,0), (rZ,+,7,0) (r -
dowolna, z géry ustalona liczba rzeczywista),
5.2 (kZn,+n,, ,0), (k - dowolna, z géry ustalona liczba naturalna),
5.3 <R+7 '7_1 ) 1)? (Q\{O}> '7_1 ) 1)7 (Q+7 '7_1 ) 1)7 (Q\{0}7 '7_1 ) 1)7 (Q+7 '7_1 ) 1)7
5.4 Zbior ciagéw o skonczonym nosniku tzn. ktory tylko na skonczonej liczbie
wspolrzednych moze mie¢ niezerowe elementy. Zbior ciagdéw ktore od ustalo-
nego miejsca maja wszystkie wyrazy rowne zero.
5.5 Zbiér wielomiandéw, zbiér wielomiandéw stopnia nie wiekszego od ustalo-
nej liczby naturalnej
5.6 Dla n-kata foremnego jesli k£ \ n to podgrupa moze by¢ zbiér obrotéw
wielokata o wielokrotnosé %
Zadanie 1 H < G wtedy 1 tylko wtedy gdy

Vhi,hy € H hihy' € H

Zadanie 2 Ustalmy k € 7. Wykazac, ze Z jest grupa z dziataniem binarnym
abb=a+b+k.

Zadanie 3 Wvykazaé, ze dla dowolnego n € N istnieje grupa posiadajaca n
podgrup.

Zadanie 4 Niech n € N\ {1}. Wtedy podgrupa (Ry,-,~*,1) jest (Q, +
VnQ, -7t 1), ale tylko dla n pierwszych

Zadanie 5 Niech U, oznacza zbior elementéow odwracalnych w pierscieniu
L.

1) Udowodnié ze (Uy, n,nt, 1) jest grupa abelowa,

2) Zbuduj tabelke dziatania dla Uig. Od czego zalezy ilosé elementow w U, ?,
3) Wyznacz dla jakiego n dwucyfrowego U, jest nagliczniejsza.

_ab 2 } ca? 4+ b > O} jest grupq abelowq z

dziataniem mnozenia macierzy. Udowodnij takze, Ze jej podgrupa jest zbior
macierzy tej postaci gdzie a®*+b* € Q albo 2biér macierzy dla ktérych a®>+b* =
1.

Zadanie 6 Wykaz, ze G = { [



Zadanie 7 Niech G jest grupa abelowq.
a) udowodnij ze Gy = {g € G : rz(g) < 2} jest podgrupa G,
b) udowodnij ze Go = {g* : g € G} jest podgrupa G.

Zadanie 8 Wykaz, ze G, = {cos(22) +isin(22¢) : a € {0,1,...,n — 1} } jest
grupa dla kazdego n € N wraz z operacjqg mnozenia liczb zespolonych.

Zadanie 9 Udowodnij Ze R* xR jest grupaq z operacja & okreslong w nastepujacy
sposdéb: (a,b) ® (c,d) = (ac,bc + d).

Zadanie 10 Niech G bedzie grupa, g € G @ niech f1 : G — G bedzie funkcja
postaci fi1(x) = gx. Udowodnij ze fi jest bijekcja. Wykaz tez Ze fo(x) = 27}
jest takze bijekcyq.

Zadanie 11 7z(g) = rz(z7'gz) = rz(¢g71) dla dowolnych elementéw z,g €

G.

Zadanie 12 Niech G1 < G, Gy < G. Udowodnij ze Gy UGy < G wtedy i
tylko wtedy gdy G, C Gy lub Gy C Gj.

Zadanie 13 Ile grupa S5 ma elementéw rzedu: 2, 3, 4, 5, 6, 7¢

Zadanie 14 Udowodnij, Ze Uyg jest cykliczna a Uy nie.



