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Definicja 1 Niech G b ↪edzie zbiorem z dziaÃlaniami: binarnym ⊕, unarnym
− oraz wyróżnionym elementem e (czyli G nie może być pusty).
Niech powyższe dziaÃlania speÃlnaj ↪a nast ↪epuj ↪ace równości:

∀g1, g2, g3 ∈ G (g1 ⊕ g2)⊕ g3 = g1 ⊕ (g2 ⊕ g3) (1)

∀g ∈ G g ⊕ e = e⊕ g = g (2)

∀g ∈ G ∃ḡ ∈ G g ⊕ ḡ = ḡ ⊕ g = e. (3)

Wtedy (G,⊕,− , e) (albo w skrócie G) nazywamy grup ↪a. Element e nazywamy
elementem neutralnym dziaÃlania ⊕, a ḡ elementem przeciwnym do g.

Definicja 2 Jeżeli w grupie zachodzi równość:

∀g1, g2 ∈ G g1 ⊕ g2 = g2 ⊕ g1

to grupa G jest przemienna.

PrzykÃlad 1 Grupy przemienne:
1.1 (C, +,− , 0),
1.2 (Zn, +n,

−
n , 0) - grupa liczb caÃlkowitych modulo n: {0, 1, ..., n− 1},

1.3 (R \ {0}, ·,−1 , 1),

1.4 (RN, +,− , (0, 0, ...)) - grupa nieskończonych ci ↪agów o wyrazach rzeczywi-
stych,

1.5 (RR, +,− , 0) - grupa funkcji rzeczywistych,
1.6 Grupa obrotów wielok ↪ata foremnego z operacj ↪a skÃladania obrotów.

1



PrzykÃlad 2 Grupy nieprzemienne (wykazanie ich nieprzemienności pozo-
stawiam do wykazania czytelnikowi):
2.1 (GL(2,R), ·,−1 , I) - grupa odwracalnych macierzy 2×2 o wspóÃlczynnikach
rzeczywistych,
2.2 (Sn, ◦,−1 , id), n > 2 grupa permutacji zbioru n-elementowego z operacj ↪a
skÃladania,

2.3 (RR, ◦,−1 , x) grupa różnowartościowych funkcji rzeczywistych z operacj ↪a
skÃladania,
2.4 Grupa przeksztaÃlceń izomorficznych wielok ↪ata foremnego (np. dla kwa-
dratu elementami tej grupy s ↪a obroty kwadrata wokóÃl jego środka o 0o, 900, 1800, 2700

oraz cztery symetrie osiowe).

Z twierdzeń Birkhoffa wynika, że również iloczyn kartezjański grup, iloraz
dwóch grup (o ile grupa b ↪ed ↪aca dzielnikiem jest normalna) oraz obraz homo-
morficzny grupy jest grup ↪a.

PrzykÃlad 3 R jest grup ↪a (z dodawaniem). Zatem zbiór rzeczywistych nie-

skończonych ci ↪agów RN = R×R× ... jako iloczyn kartezjański grup również
jest grup ↪a.

Uwaga: s ↪a dwa rodzaje zapisu używane w grupach. Jeżeli⊕można utożsamiać
z dodawaniem to Grup ↪e zapisujemy (G, +,− , 0). Jest to zapis addytywny,
używany np. w przykÃladzie 1.1 lub 1.2.
Jeżeli ⊕ utożsamiamy z mnożeniem jak w przykÃladzie 1.3 to G zapisujemy
(G, ·,−1 , 1), a warunki (1) (2) (3) wygl ↪adaj ↪a nast ↪epuj ↪aco:

∀g1, g2, g3 ∈ G (g1g2)g3 = g1(g2g3) (4)

∀g ∈ G g1 = 1g = g (5)

∀g ∈ G ∃g−1 ∈ G gg−1 = g−1g = 1. (6)

Wtedy 1 - ”jedynka” jest elementem neutralnym dla mnożenia, a g−1 jest
nazywany elementem odwrotnym do g.
Dalej jeżeli nie bedzie konieczne inaczej to b ↪edziemy stosować zapis multi-
plikatywny.

Definicja 3 Niech G jest grup ↪a. Jeżeli H ⊆ G oraz

∀h1, h2 ∈ H h1h2 ∈ H (7)

∀h ∈ H h−1 ∈ H (8)

to wtedy H jest podgrup ↪a H co oznaczamy H < G.
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Definicja 4 Niech G jest grup ↪a, g ∈ G. Rz ↪edem elementu g (oznaczany
rz(g) lub |g|) nazywamy najmniejsz ↪a liczbe naturaln ↪a n tak ↪a, że gn = e.

PrzykÃlad 4 Podgrup ↪a dowolnej grupy G jest zawsze G oraz trywialna {e}.

PrzykÃlad 5 W 5.1−5.6 s ↪a opisane przykÃladowe podgrupy grup odpowiednio
1.1− 1.6. Uwaga: rQ = {rq : q ∈ Q}.
5.1 (R, +,− , 0), (Q, +,− , 0), (Z, +,− , 0), (Q + rQ, +,− , 0), (rZ, +,− , 0) (r -
dowolna, z góry ustalona liczba rzeczywista),
5.2 (kZn, +n,

−
n , 0), (k - dowolna, z góry ustalona liczba naturalna),

5.3 (R+, ·,−1 , 1), (Q\{0}, ·,−1 , 1), (Q+, ·,−1 , 1), (Q\{0}, ·,−1 , 1), (Q+, ·,−1 , 1),
5.4 Zbiór ci ↪agów o skończonym nośniku tzn. który tylko na skończonej liczbie
wspóÃlrz ↪ednych może mieć niezerowe elementy. Zbiór ci ↪agów które od ustalo-
nego miejsca maj ↪a wszystkie wyrazy równe zero.
5.5 Zbiór wielomianów, zbiór wielomianów stopnia nie wi ↪ekszego od ustalo-
nej liczby naturalnej
5.6 Dla n-k ↪ata foremnego jeśli k \ n to podgrup ↪a może być zbiór obrotów
wielok ↪ata o wielokrotność kΠ

n
.

Zadanie 1 H < G wtedy i tylko wtedy gdy

∀h1, h2 ∈ H h1h
−1
2 ∈ H

Zadanie 2 Ustalmy k ∈ Z. Wykazać, że Z jest grup ↪a z dziaÃlaniem binarnym
a⊕ b = a + b + k.

Zadanie 3 Wykazać, że dla dowolnego n ∈ N istnieje grupa posiadaj ↪aca n
podgrup.

Zadanie 4 Niech n ∈ N \ {1}. Wtedy podgrup ↪a (R+, ·,−1 , 1) jest (Q+ +√
nQ, ·,−1 , 1), ale tylko dla n pierwszych

Zadanie 5 Niech Un oznacza zbiór elementów odwracalnych w pierścieniu
Zn.
1) Udowodnić że (Un, ·n,−1

n , 1) jest grup ↪a abelow ↪a,
2) Zbuduj tabelk ↪e dziaÃlania dla U18. Od czego zależy ilość elementów w Un?,
3) Wyznacz dla jakiego n dwucyfrowego Un jest najliczniejsza.

Zadanie 6 Wykaż, że G =

{[
a b
−b a

]
: a2 + b2 > 0

}
jest grup ↪a abelow ↪a z

dziaÃlaniem mnożenia macierzy. Udowodnij także, że jej podgrup ↪a jest zbiór
macierzy tej postaci gdzie a2+b2 ∈ Q albo zbiór macierzy dla których a2+b2 =
1.
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Zadanie 7 Niech G jest grup ↪a abelow ↪a.
a) udowodnij że G1 = {g ∈ G : rz(g) ≤ 2} jest podgrup ↪a G,
b) udowodnij że G2 = {g2 : g ∈ G} jest podgrup ↪a G.

Zadanie 8 Wykaż, że Gn =
{
cos(2Πa

n
) + i sin(2Πa

n
) : a ∈ {0, 1, ..., n− 1}} jest

grup ↪a dla każdego n ∈ N wraz z operacj ↪a mnożenia liczb zespolonych.

Zadanie 9 Udowodnij że R∗×R jest grup ↪a z operacj ↪a ⊕ określon ↪a w nast ↪epuj ↪acy
sposób: (a, b)⊕ (c, d) = (ac, bc + d).

Zadanie 10 Niech G b ↪edzie grup ↪a, g ∈ G i niech f1 : G → G b ↪edzie funkcj ↪a
postaci f1(x) = gx. Udowodnij że f1 jest bijekcj ↪a. Wykaż też że f2(x) = x−1

jest także bijekcj ↪a.

Zadanie 11 rz(g) = rz(x−1gx) = rz(g−1) dla dowolnych elementów x, g ∈
G.

Zadanie 12 Niech G1 < G, G2 < G. Udowodnij że G1 ∪ G2 < G wtedy i
tylko wtedy gdy G1 ⊆ G2 lub G2 ⊆ G1.

Zadanie 13 Ile grupa S5 ma elementów rz ↪edu: 2, 3, 4, 5, 6, 7?

Zadanie 14 Udowodnij, że U18 jest cykliczna a U20 nie.
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