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Definicja 1 Niech (H,+,”,0) bedzie podgrupa grupy (G,4+,~,0) (co zapi-
sujemy H < G) i niech g € G.

Uwaga: definicje w nawiasach dotyczq zapisu multiplikatywnego grup, ktory
bede dalej stosowat na zmiane z addytywnym: (H,-, =%, 1) oraz (G,-,71,1).
Zbior g+ H ={g+h:he H} (9H = {g-h:h € H}) nazywamy warstwa
lewostronng grupy H wzgledem elementu g. Zbior H+g={h+g¢g:h € H}
(Hg={h-g:he€ H}) nazywamy warstwa prawostronna grupy H wzgledem
elementu g.

Twierdzenie 1 Jesli G jest dowolna abelowa grupa to kazda jej podgrupa H
jest normalna.
Dowdd Istotnie, g+ H={g+h:he H} ={h+g:he H} =H +g.

Twierdzenie 2 .

a) Jednostronne warstwy sq rozlaczne wzgledem siebie, réwnoliczne, a ich
suma jest rowna G.

b) Liczba warstw prawostronnych jest réwna liczbie warstw lewostronnych.

Definicja 2 Niech H<G. Jezeli warstwy prawostronne i lewostronne sq sobie
rowne to H nazywamy podgrupa normalna grupy G i oznaczamy H<G. Zbior
wszystkich warstw bedziemy oznaczaé %

Niech H < GG. Dla uproszczenia zapisu bedziemy zapisywa¢ 0 + H jako H.
Wtedy

a) (n+H)+(g2+H)=g1+(H+g)+H=(g1+9) +(H+H) = g1 +g.+H
i stad

b)(¢g+H)+H=9g+(H+H)=g+H,

¢) (g+H)+(—g+H)=(9g—9g)+H = H. Czyli mozna okresli¢ na warstwach
dziatanie dodawania w oparciu o dodawanie okreslone w grupie GG. Nazywa
sie to dziataniem dodawania indukowanym przez dodawanie w grupie.

To przynosi nam ciekawa wlasnosc:



Wiasnosé 1 Niech G, H to grupy takie, ze H < G. Zbior warstw % razem
z indukowanym dodawaniem tworzy grupe, zwang grupq ilorazowa.

Przyklad 1 Niech G = Z, H = 5Z. Poniewaz Z jest abelowa to na pewno
H < G. Warstwy wygladaja nastepujaco: H = {bk;k € Z}, 1 + H = {5k +
LkeZ}, .. A+ H = {bk+4;k € Z}. Zauwazmy, ze np. H = {5k +
3k € Z} = {6k + 18;k € Z}. Tabela dzialania dla grupy ilorazowej wyglada
nastepujaco:

+ H 1+H 2+H 3+H 4+H
H H 1+H 2+H 3+H 4+ H
1+H 1+H 2+H 3+H 4+H H
2+H 2+H 3+H 44+ H H 1+H
3+H 3+H 4+ H H 1+H 2+H
44+ H 44+ H H 1+H 2+H 3+H

Jak widaé, grupa ta jest izomorficzna z Zs.

Zadanie 1 Niech H < G. Udowodnié, zZe nastepujqace warunki sq rownowazne
(uwZywam zapisu multiplikatywnego):

1) Yge G,gH = Hg 2) VgeG,g+H CHg
3) Vge G,gH D Hyg 4) Vge G,g'Hg=H
5) Yge G,gtHgC H 6) YVgeG,g'HgDO H
7) Yge G,he H3W € Hgh=ng 8) VYge G,he H 3N € H hg=gh'

Pokaze np. 4) < 5). Poniewaz w 4) zachodzi réwnosé, zatem w 5) wynika
bezposrednio z 4). Zatem zaléimy, ze zachodzi 5):

VgeG,g'HgC H=HgC gH = H CgHg "

g sa dowolnymi elementami z G. Zatem z2bidr elementéw g=' to tei jest
2bior dowolnych elementéw z G. Jezeli oznacze: § := g~ to uzyskam V§ €
G,H C g7'Hg, czyli zapisujac "od korica” mamy Vg € G, *Hg D H, co
koriczy dowdd, bo uzyskuje g Hg = H.

Zadanie 2 Wypisac lewo- i prawostronne warstwy podgrupy H = {0,4,8}

w G = Zis oraz zbudowaé tabele dziatania dla % Wymien jak najwiecej

znanych Ci grup izomorlicznych z tq grupaq ilorazowa.

Zadanie 3 Wuykazac, ze S3 ma trzy podgrupy normalne i trzy podgrupy, ktore
nie sqg normalne.



Zadanie 4 Niech H < G, ¢ : G — G bedzie homomorfizmem grup. Udo-
wodnié, Ze p(H) < ¢(G). Pokazaé takze, Ze odwrotne twierdzenie nie jest
prawdziwe oraz Ze nie jest prawda, Ze p(H) <1 Gj.

Zadanie 5 Jesli H < G oraz istniejq tylko dwie warstwy lewo- (lub prawo-
stronne) g+ H to H<G.

Zadanie 6 Niech G bedzie grupa i niech H = {(g,9,9) : g € G}. Udowod-
nij, z2e H < G x G xX G oraz ze H<aG x G x G wtedy 1 tylko wtedygdy G jest
abelowa.

Zadanie 7 ZnaleZé wszystkie podgrupy w Dy (albo w grupie przeksztatcen
izometrycznych kwadratu, poniewaz jest izomorficzna z Dy ) i stwierdzic, ktore
z nich sq normalne, a ktore nie.

Zadanie 8 Jesli Hi <G i Hy <G to HHN Hy<@.
Zadanie 9 Jesli K<G i H<Gto KNH<H.

Zadanie 10 Niech f : G — H bedzie homomorfizmem grup i niech K =
{a € G: f(a) =ey}. Udowodnij ze K jest podgrupg normalng w G.

Zadanie 11 Udowodnij Ze w % kazdy element ma skonczony rzad oraz ze

Q

VA zawiera elementy dowolnego skonczonego rzedu.

Zadanie 12 Niech Gy, Gy beda grupami i niech G5 = {(g1,¢) : g1 € G1}.
udowodnic, ze:

(,l) GT = Gl

b) G jest podgrupa normalng G X Go

c) —(Glngﬂ = Gy.

Zadanie 13 Niech G bedzie addytywna grupg R x R. Pokazaé e H =
{(z,y) : y = —x} jest podgrupa G i opisaé grupe ilorazowq %



