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Definicja 1 Funkcje p : G — H nazywamy homomorfizmem grupy (G,-,~1, 1)
w grupe (H, -, 71, 1) wtedy i tylko wtedy gdy
p(a-y) = p(x) - ¢(y)

dla kazdego x,y € G.
Mozna wtedy powiedziec, ze grupy G i H sq izomorficze.

Definicja 2 Izomorfizmem nazywamy kazdy homomorfizm, ktory jest rézZnowartosciowy.

1 JAK SPRAWDZIC, ZE DWIE GRUPY SA
IZOMORFICZNE?

1.1 PODOBIENSTWO TABELI DZIALAN

Jezeli dla dwéch réznych grup mozna w taki sposéb utozy¢ tabele dziatan, ze
w kazdej z nich na odpowiednim miejscu znajduje sie ten sam element, to te
grupy sa izomorficzne.

[zomorfizm ten jest zadany jako przyporzadkowanie dowolnemu elementowi
z pierwszej tabelki elementu z drugiej tabelki, ktory znajduje sie na tym
samym miejscu w tabelce II co jego przeciwobraz w pierwszej.

Przyklad 1 Oto tabelki dziatan dla grup kolejno: G, = Zg, G grupa ob-
rotéw szesciokata, Gy = Zy x Zs, G4 = Uz (grupa ({1,2,3,4,5,6}, 7,57 ,1) :

+ 012 3 45
0 01 2 345
1123450
Gy: 2 23 4501
334501 2
4 4501 2 3
5 5 01 2 3 4



60° 120° 180° 240° 300°

60°
120°

00

0° 120 180° 240° 300°

60°
1200

OO
60°
1200

240° 3000 0°

180°

3000 0% 60°
120°

2400

180°

Gg:

180° 240° 300° 0° 60
120°

180°

240° 300 0°  60° 180°
120°

240°

240°

180°

300° 0% 60°

300°

s s e R R e R
AN ANO = AN O

— O~ O~ O
— N N S S

AN NN TN N TN TN
— — AN O AN O
SO HS A S

— — N S

NN N N N N N
S O — AN O — AN

— O - O - O
~— Y — —

AN NN N N TN N
NN oo TN o —
S A S —HS —

S N e e e e

P N e i i e
— = AN O — AN O
17 17 O./ 1? 07 17 O?

S N e e e N

AN NN N TN N N
oo RN o =™
S A =S —~

— — N

AN N N TN N TN
o= aNo =™
S —H O~ S~

— N — ' —

G32

1 326 45
113 26 45
3326 451

226 451 3.
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G4Z

5513 2 6 4

Tu nalezy zwrécic uwage na analogiczny uktad elementow w kazdej z tabelek.

Uwaga Jezeli elementy w tabelce dzialania grupy np. G, zapisa¢ w innej

kolejnosci:

1 23456
1123456
2246135

3362514,
4415263
55316 4 2
6654321

G42



to wtedy nie wida¢ tego izomorfizmu; przy innym zapisaniu elementéow w
tabelce (takim, jak za pierwszym razem) widaé¢ jednak, ze ten izomorfizm
istnieje. Zatem nalezy wtedy prébowadé zapisa¢ tabele w inny sposob.

1.2 ROWNOLICZNE GRUPY CYKLICZNE SA IZO-
MORFICZNE

Definicja 3 Jezeli w grupie G istnieje element a taki, Ze kazdy element tej
grupy jest postaci a™,n € Z to G jest nazywana grupq cykliczng, a element
a generatorem tej grupy.

Przyklad 2 (Z,+,”,0) jest cykliczna, bo jej generatorem jest 1 i kazda
liczbe catkowitq mozna przedstawic jako potege jedynki (potega w grupie dziata
nastepujaco: a* = aocaocaoca, a® =altoatoa) np. 7T=1" =
I+1+1+14+14+14+1, 4=1"=1"1+1"1 41 41 =-1-1-1-1

Przyklad 3 (Q,+,,0) nie jest cykliczna. Gdyby tak bylo, to istniatby jakis
jej generator a. Jednak za pomocag jego poteg mozina jedynie wygenerowac
elementy {..., —3a, —2a, —a, 0, a, 2a, 3a, ...}. Nie mozna np. wygenerowaé a/
2. Skoro zatem ZzZaden z elementow nie moze byé generatorem, to Q nie
jest cykliczna. Bardzo podobnie mozna udowodnié, ze (R,+,,0) nie jest
cykliczna.

Przyklad 4 Dla kazdego n € N grupa (Z,,+n,, ,0) jest cykliczna. Latwo
sprawdzic, ze jej generatorem jest np. 1.

Grupy cykliczne o tej samej liczbie elementéw sa izomorficzne.

Przyklad 5 Jezeli zauwazy sie, ze np. Zg i 7o X L3 sa cykliczne o genera-
torach odpowiednio 1 i (1,1), to z tego wynika, Ze te grupy sq izomorficzne.

1.3 GRUPY p-ELEMENTOWE, GDZIE p JEST LICZBA
PIERWSZA SA IZOMORFICZNE

Aby to udowodnié¢ najpierw pokaze, ze:
Twierdzenie 1 Kazda p-elementowa grupa (p liczba pierwsza) jest cykliczna.

Dowdéd (nie wprost) niech grupa G nie jest cykliczna.

Zatem moge wybrac taki element a # 1, ktory nie generuje calej grupy, czyli
H={1,a,a%d ...,a" '} # G (warto tutaj zauwazy¢, ze |[H| > 1).

Ten zbioér jest podgrupa grupy G.



Z tw. Lagrange’a |G| = |H| - |G/H|. Poniewaz |G| > |H| wiec |G/H| > 11
poniewaz |H| > 1 czyli |G| jest liczba zlozona.O

Zatem jezeli udowodnilismy, ze jest to grupa cykliczna to z 1.2 wynika, ze
jakiekolwiek grupy np. 17-toelementowe sa cykliczne, czyli izomorficzne.

Uwaga To, ze liczba elementéow w grupie nie jest liczba pierwsza wcale nie
wynika, ze grupa nie jest cykliczna, np. Zg jest cykliczna.

1.4 BEZPOSREDNIE WSKAZYWANIE IZOMORFI-
ZMU MIEDZY GRUPAMI

Przyklad 6 Pokazemy izomorfizm pomiedzy grupami (RxR, +,7,0) ¢ (C,+,~,0):
Niech o((z,y)) = = + iy bedzie funkcja odwzorowujaca pierwsza grupe w
druga. Aby udowodnié Zefunkcja o jest izomorfizmem nalezy pokazac, Ze:

1. Jest to homomorfizm grup:

O((x1,31) + (w2,92)) = @(x1 + T2, 91 + Y2) = 21 + T2 +i(y1 + ¥2),
o((w1,91)) + o((22,92)) = (21 +iy1) + (22 +12) = 21 + 22 + (Y1 + ¥2).

Zatem @ jest homomorfizmem.
2. Jest to funkcja "w” (czyli Im(p) =C):
Bierzemy dowolny element x + iy € C.

¢~ (z+iy) = (v,y) ERxR.

Zatem obrazem o jest cate C.
3. Jest to funkcja réznowartosciowa:
WezZmy dwa rdzine elementy z R X R: (x1,y1), (22, y2). Jednak

o((z1,91)) = 21 +iy1 # 12 +iya = ©((22,92)),

co dowodzi rézZnowartosciowosci.

Stad ¢ jest izomorfizmem danych grup, wiec te grupy sa izomorficzne.

2 JAK SPRAWDZIC, ZE DWIE GRUPY NIE
SA IZOMORFICZNE?

2.1 GRUPY ROZNEGO RZEDU

Definicja 4 Rzedem grupy nazywamy ilos¢ elementow w grupie.
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Wskazujac, ze dwie grupy maja roézna liczbe elementéw tatwo wywnioskowac,
ze nie moze by¢ pomiedzy nimi zadnej funkcji réznowartosciowe;.

Przyklad 7 Grupa (Q,+,”,0) nie jest izomorficzna ani z (R, +,7,0) ani z
(R/Q,+,7,0), bo |Q =Ny a [R/Q| = |R| # Ny.

Przyklad 8 Grupa Ss/{e, (12)} nie jest izomorficzna z Zs/Zs z tych samych
powodow.

2.2 OBSERWOWANIE RZEDU ELEMENTOW

Definicja 5 Rzedem rz elementu a w grupie nazywamy najmniejszq liczbe
naturalng n, takaq, zZe a™ = e. Jezeli taka liczba nie istnieje, to rzad elementu
jest nieskornczony.

Przyklad 9 rz(Zg x Z3) = 27. Rzedy pewnych elementow z tej grupy:
P2 ((3.1)) = 3, bo (3.1)° = (3,1) + (3.1) 4 (3.1) = (0,0) = e. 2 ((4,2)) = 9,
bo (4,2)? = (0,0) = e, a ten element podnoszony do nizszych poteg jest réziny
od e.

Przyklad 10 Rzedem podgrupy (3Z,+, ,0) grupy (Z,+, ,0) jest oo. Rzad
kazdego niezerowego elementu z tej grupy rowniez jest nieskonczony, bo pod-
noszac dowolny element (niezerowy) do dowolnej potegi uzyskamy jego wie-
lokrotnosé, a nigdy 0.

Twierdzenie 2 Jezeli w grupie G istnieje element rzedu n, a w grupie H
element o tej wtasnosci nie istnieje, to G 1 H nie sq izomorficzne.

(Twierdzenie to jest przydatne, gdy obydwie grupy maja taka sama liczbe
elementéw).

Dowéd (Nie wprost) niech z € G\ {0} jest elementem rzedun, ¢ : G — H
izomorfizmem grup G i H.

Z definicji homomorfizmu ¢(x1-22) = @(21)-p(z2), gdzie ¢ : G — H. mozna
w sposob indukcyjny wykazaé, ze dla dowolnego k € N zachodzi réwniez

(w1 @2+ wg) = (1) - p(22). (),

a w szczegolnosci gdy wszystkie x := x1 = 19 = ... = z,, mamy



czyli p(a*) = p(2)".

Zauwazmy, ze jezeli ™ jest rézny od zera, to ¢(z™) réwniez musi by¢ nieze-
rowym elementem (wlasnosé izomorfizmu).

1. Jesli0 < k <n to

0 # p(a*) = p(2)"

2. Jesli k =n to

0= (") = o(z)"
Oznaczaloby to jednak ze ¢(z) jako element z grupy H jest rzedu n, co
przeczy zalozeniu.O

Przyklad 11 Grupa (ZoXZa, +2x2,9v5 ,0) nie jest izomorficzna z (Zy, 44,4 ,0),
gdyz w tej drugiej grupie istnieje element, ktérego rzad wynosi 4 (jest to 1,
bol*=1+4+14+1+1=0), a wZy X Zy kazdy element jest rzedu 2 lub 1.

Przyktad 12 Grupa ilorazowa (Z/6Z,+, ,[0]) i (S3,0,7" | €) nie sa izomor-
ficzne, bo w pierwszej z nich element [1] jest rzedu 6. Elementami drugiej z
nich sa cykle o dtugosci 1, 2 lub 3, wiec zZaden z nich nie ma rzedu 6.

2.3 INNE SPOSOBY

Pokazemy tylko jeden sposéb inny od poprzednich, aby przesledzi¢ rézne
techniki rozwiazywania takich probleméw:

Przyklad 13 Pokazemy, ze (Z,+,”,0) i (Q,+,,0) nie sq izomorficzne.
(Nie wprost) gdyby istnial taki izomorfizm ¢, to musiatby istnie¢ obraz ele-
mentu 1: p(1) =q € Q.

Jednak musiatby istnieé réwniez przeciwobraz q/2, np. ¢ 1 (q/2) = z € Z.
Jednak stad wynika, zZe:

L=¢"q) = (a/2+¢/2) = ¢ (¢/2) + ¢ (q¢/2) = 2+ 2z = 2z

Jednak w zbiorze liczb catkowitych nie istnieje taki element z, aby 2z =1, co
konczy dowaod.

Zadanie 1 Udowodnié
<Z2 X Z27 +2><27_ ’ (07 O)) = ({17 37 57 7}7 '87_1 70> =

= ({e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, 0,71, e).



Zadanie 2 Udowodnié

(537 07_1 76) = Gt7

gdzie Gy to grupa wszystkich przeksztatcen izometrycznych trojkata.
Zadanie 3 Udowodnic¢

(Z12,+12,,0) = (Z3 X Z4), +z5x 25, ,0)
Sprobowaé rozwiqzaé te zadania réinymi sposobami.

Zadanie 4 Udowodnic¢ dla kazdego n € N zachodzi

(Z,+,”,0) = (nZ,+,”,0) = ({...,=,~,=,1,2,4,8,..},-, 71 1)

| =
> =
N | —

Zadanie 5 Udowodnic¢
(Q@x R xZ,+,7,(0,0,0)) =2 (Z x Q x R, +,7*,(0,0,0))
Zadanie 6 Udowodnic, Ze nastepujace grupy nie sq izomorficzne
(S6,0,7",€), (Z1z0, +, ,0),

(547 07_1 ) 6)7 (ZQ47 +a_ ) 0)7
(Z& +87§ 70)7 (Z4 X ZZ) +4><27Z><2 ) (07 0))

Zadanie 7 SprawdZ, czy grupa obrotow i symetrii trojkata jest izomorficzna
2 L czy z Ss.

Zadanie 8 SprawdZ, czy nastepujace grupy sq izomorficzne:
Z,7. X s,

Z/5Z,G,

gdzie G oznacza grupe obrotow pieciokqta,
({1a _1a i7 _1}7 K __]-a ]-)7 Z47
({1,3,5,7,9,11,13,15},-,7* 1), ({1,3,7,9,11,13,17,19},-, 7", 1).

Zadanie 9 Wskaz dwie grupy dwunastoelementowe, ktore nie sq izomor-
ficzne



