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Definicja 1 Funkcj ↪e ϕ : G −→ H nazywamy homomorfizmem grupy (G, ·,−1 , 1)
w grup ↪e (H, ·,−1 , 1) wtedy i tylko wtedy gdy

ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y)

dla każdego x, y ∈ G.
Można wtedy powiedzieć, że grupy G i H s ↪a izomorficze.

Definicja 2 Izomorfizmem nazywamy każdy homomorfizm, który jest różnowartościowy.

1 JAK SPRAWDZIĆ, ŻE DWIE GRUPY S ↪A

IZOMORFICZNE?

1.1 PODOBIEŃSTWO TABELI DZIAÃLAŃ

Jeżeli dla dwóch różnych grup można w taki sposób uÃlożyć tabele dziaÃlań, że
w każdej z nich na odpowiednim miejscu znajduje si ↪e ten sam element, to te
grupy s ↪a izomorficzne.
Izomorfizm ten jest zadany jako przyporz ↪adkowanie dowolnemu elementowi
z pierwszej tabelki elementu z drugiej tabelki, który znajduje si ↪e na tym
samym miejscu w tabelce II co jego przeciwobraz w pierwszej.

PrzykÃlad 1 Oto tabelki dziaÃlań dla grup kolejno: G1 = Z6, G2 grupa ob-
rotów sześciok ↪ata, G3 = Z2 × Z3, G4 = U7 (grupa ({1, 2, 3, 4, 5, 6}, ·7,−1

7 , 1) :

G1 :

+ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4
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G2 :

◦ 00 600 1200 1800 2400 3000

00 00 600 1200 1800 2400 3000

600 600 1200 1800 2400 3000 00

1200 1200 1800 2400 3000 00 600

1800 1800 2400 3000 00 600 1200

2400 2400 3000 00 600 1200 1800

3000 3000 00 600 1200 1800 2400

G3 :

+ (0, 0) (1, 1) (0, 2) (1, 0) (0, 1) (1, 2)
(0, 0) (0, 0) (1, 1) (0, 2) (1, 0) (0, 1) (1, 2)
(1, 1) (1, 1) (0, 2) (1, 0) (0, 1) (1, 2) (0, 0)
(0, 2) (0, 2) (1, 0) (0, 1) (1, 2) (0, 0) (1, 1)
(1, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 2) (0, 0) (1, 1) (0, 2)
(0, 1) (0, 1) (1, 2) (0, 0) (1, 1) (0, 2) (1, 0)
(1, 2) (1, 2) (0, 0) (1, 1) (0, 2) (1, 0) (0, 1)

G4 :

· 1 3 2 6 4 5
1 1 3 2 6 4 5
3 3 2 6 4 5 1
2 2 6 4 5 1 3
6 6 4 5 1 3 2
4 4 5 1 3 2 6
5 5 1 3 2 6 4

.

Tu należy zwrócić uwag ↪e na analogiczny ukÃlad elementów w każdej z tabelek.

Uwaga Jeżeli elementy w tabelce dziaÃlania grupy np. G4 zapisać w innej
kolejności:

G4 :

· 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 1 3 5
3 3 6 2 5 1 4
4 4 1 5 2 6 3
5 5 3 1 6 4 2
6 6 5 4 3 2 1

,
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to wtedy nie widać tego izomorfizmu; przy innym zapisaniu elementów w
tabelce (takim, jak za pierwszym razem) widać jednak, że ten izomorfizm
istnieje. Zatem należy wtedy próbować zapisać tabel ↪e w inny sposób.

1.2 RÓWNOLICZNE GRUPY CYKLICZNE S ↪A IZO-
MORFICZNE

Definicja 3 Jeżeli w grupie G istnieje element a taki, że każdy element tej
grupy jest postaci an, n ∈ Z to G jest nazywana grup ↪a cykliczn ↪a, a element
a generatorem tej grupy.

PrzykÃlad 2 (Z, +,− , 0) jest cykliczna, bo jej generatorem jest 1 i każd ↪a
liczb ↪e caÃlkowit ↪a można przedstawić jako pot ↪eg ↪e jedynki (pot ↪ega w grupie dziaÃla
nast ↪epuj ↪aco: a4 = a ◦ a ◦ a ◦ a, a−3 = a−1 ◦ a−1 ◦ a−1), np. 7 = 17 =
1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1, −4 = 1−4 = 1−1 + 1−1 + 1−1 + 1−1 = −1− 1− 1− 1

PrzykÃlad 3 (Q, +,− , 0) nie jest cykliczna. Gdyby tak byÃlo, to istniaÃlby jakís
jej generator a. Jednak za pomoc ↪a jego pot ↪eg można jedynie wygenerować
elementy {...,−3a,−2a,−a, 0, a, 2a, 3a, ...}. Nie można np. wygenerować a/
2. Skoro zatem żaden z elementów nie może być generatorem, to Q nie
jest cykliczna. Bardzo podobnie można udowodnić, że (R, +,− , 0) nie jest
cykliczna.

PrzykÃlad 4 Dla każdego n ∈ N grupa (Zn, +n,−n , 0) jest cykliczna. ÃLatwo
sprawdzić, że jej generatorem jest np. 1.

Grupy cykliczne o tej samej liczbie elementów s ↪a izomorficzne.

PrzykÃlad 5 Jeżeli zauważy si ↪e, że np. Z6 i Z2 × Z3 s ↪a cykliczne o genera-
torach odpowiednio 1 i (1, 1), to z tego wynika, że te grupy s ↪a izomorficzne.

1.3 GRUPY p-ELEMENTOWE, GDZIE p JEST LICZB ↪A
PIERWSZ ↪A S ↪A IZOMORFICZNE

Aby to udowodnić najpierw pokaż ↪e, że:

Twierdzenie 1 Każda p-elementowa grupa (p liczba pierwsza) jest cykliczna.

Dowód (nie wprost) niech grupa G nie jest cykliczna.
Zatem mog ↪e wybrać taki element a 6= 1, który nie generuje caÃlej grupy, czyli
H = {1, a, aa, a3, ..., an−1} 6= G (warto tutaj zauważyć, że |H| > 1).
Ten zbiór jest podgrup ↪a grupy G.
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Z tw. Lagrange’a |G| = |H| · |G/H|. Ponieważ |G| > |H| wi ↪ec |G/H| > 1 i
ponieważ |H| > 1 czyli |G| jest liczb ↪a zÃlożon ↪a.2

Zatem jeżeli udowodnilísmy, że jest to grupa cykliczna to z 1.2 wynika, że
jakiekolwiek grupy np. 17-toelementowe s ↪a cykliczne, czyli izomorficzne.

Uwaga To, że liczba elementów w grupie nie jest liczb ↪a pierwsz ↪a wcale nie
wynika, że grupa nie jest cykliczna, np. Z6 jest cykliczna.

1.4 BEZPOŚREDNIE WSKAZYWANIE IZOMORFI-
ZMU MI ↪EDZY GRUPAMI

PrzykÃlad 6 Pokażemy izomorfizm pomi ↪edzy grupami (R×R, +,− , 0) i (C, +,− , 0):
Niech ϕ((x, y)) = x + iy b ↪edzie funkcj ↪a odwzorowuj ↪ac ↪a pierwsz ↪a grup ↪e w
drug ↪a. Aby udowodnić żefunkcja ϕ jest izomorfizmem należy pokażać, że:
1. Jest to homomorfizm grup:

ϕ((x1, y1) + (x2, y2)) = ϕ(x1 + x2, y1 + y2) = x1 + x2 + i(y1 + y2),

ϕ((x1, y1)) + ϕ((x2, y2)) = (x1 + iy1) + (x2 + y2) = x1 + x2 + i(y1 + y2).

Zatem ϕ jest homomorfizmem.
2. Jest to funkcja ”w” (czyli Im(ϕ) = C):
Bierzemy dowolny element x + iy ∈ C.

ϕ−1(x + iy) = (x, y) ∈ R× R.

Zatem obrazem ϕ jest caÃle C.
3. Jest to funkcja różnowartościowa:
Weźmy dwa różne elementy z R× R: (x1, y1), (x2, y2). Jednak

ϕ((x1, y1)) = x1 + iy1 6= x2 + iy2 = ϕ((x2, y2)),

co dowodzi różnowartościowości.

St ↪ad ϕ jest izomorfizmem danych grup, wi ↪ec te grupy s ↪a izomorficzne.

2 JAK SPRAWDZIĆ, ŻE DWIE GRUPY NIE

S ↪A IZOMORFICZNE?

2.1 GRUPY RÓŻNEGO RZ ↪EDU

Definicja 4 Rz ↪edem grupy nazywamy ilość elementów w grupie.
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Wskazuj ↪ac, że dwie grupy maj ↪a różn ↪a liczb ↪e elementów Ãlatwo wywnioskować,
że nie może być pomi ↪edzy nimi żadnej funkcji różnowartościowej.

PrzykÃlad 7 Grupa (Q, +,− , 0) nie jest izomorficzna ani z (R, +,− , 0) ani z
(R/Q, +,− , 0), bo |Q| = ℵ0 a |R/Q| = |R| 6= ℵ0.

PrzykÃlad 8 Grupa S3/{e, (12)} nie jest izomorficzna z Z8/Z2 z tych samych
powodów.

2.2 OBSERWOWANIE RZ ↪EDU ELEMENTÓW

Definicja 5 Rz ↪edem rz elementu a w grupie nazywamy najmniejsz ↪a liczb ↪e
naturaln ↪a n, tak ↪a, że an = e. Jeżeli taka liczba nie istnieje, to rz ↪ad elementu
jest nieskończony.

PrzykÃlad 9 rz(Z9 × Z3) = 27. Rz ↪edy pewnych elementów z tej grupy:
rz ((3, 1)) = 3, bo (3, 1)3 = (3, 1)+ (3, 1)+ (3, 1) = (0, 0) = e. rz ((4, 2)) = 9,
bo (4, 2)9 = (0, 0) = e, a ten element podnoszony do niższych pot ↪eg jest różny
od e.

PrzykÃlad 10 Rz ↪edem podgrupy (3Z, +,− , 0) grupy (Z, +,− , 0) jest ∞. Rz ↪ad
każdego niezerowego elementu z tej grupy również jest nieskończony, bo pod-
nosz ↪ac dowolny element (niezerowy) do dowolnej pot ↪egi uzyskamy jego wie-
lokrotność, a nigdy 0.

Twierdzenie 2 Jeżeli w grupie G istnieje element rz ↪edu n, a w grupie H
element o tej wÃlasności nie istnieje, to G i H nie s ↪a izomorficzne.

(Twierdzenie to jest przydatne, gdy obydwie grupy maj ↪a tak ↪a sam ↪a liczb ↪e
elementów).
Dowód (Nie wprost) niech x ∈ G\{0} jest elementem rz ↪edu n, ϕ : G −→ H
izomorfizmem grup G i H.
Z definicji homomorfizmu ϕ(x1·x2) = ϕ(x1)·ϕ(x2), gdzie ϕ : G −→ H. można
w sposób indukcyjny wykazać, że dla dowolnego k ∈ N zachodzi również

ϕ(x1 · x2 · ... · xk) = ϕ(x1) · ϕ(x2)...ϕ(xk),

a w szczególności gdy wszystkie x := x1 = x2 = ... = xn mamy

ϕ(x · x · ... · x) = ϕ(x) · ϕ(x)...ϕ(x),

5



czyli ϕ(xk) = ϕ(x)k.
Zauważmy, że jeżeli xn jest różny od zera, to ϕ(xn) również musi być nieze-
rowym elementem (wÃlasność izomorfizmu).
1. Jeśli 0 < k < n to

0 6= ϕ(xk) = ϕ(x)k

2. Jeśli k = n to
0 = ϕ(xn) = ϕ(x)n

OznaczaÃloby to jednak że ϕ(x) jako element z grupy H jest rz ↪edu n, co
przeczy zaÃlożeniu.2

PrzykÃlad 11 Grupa (Z2×Z2, +2×2,
−
2×2 , 0) nie jest izomorficzna z (Z4, +4,

−
4 , 0),

gdyż w tej drugiej grupie istnieje element, którego rz ↪ad wynosi 4 (jest to 1,
bo 14 = 1 + 1 + 1 + 1 = 0) , a w Z2 × Z2 każdy element jest rz ↪edu 2 lub 1.

PrzykÃlad 12 Grupa ilorazowa (Z/6Z, +,− , [0]) i (S3, ◦,−1 , e) nie s ↪a izomor-
ficzne, bo w pierwszej z nich element [1] jest rz ↪edu 6. Elementami drugiej z
nich s ↪a cykle o dÃlugości 1, 2 lub 3, wi ↪ec żaden z nich nie ma rz ↪edu 6.

2.3 INNE SPOSOBY

Pokażemy tylko jeden sposób inny od poprzednich, aby prześledzić różne
techniki rozwi ↪azywania takich problemów:

PrzykÃlad 13 Pokażemy, że (Z, +,− , 0) i (Q, +,− , 0) nie s ↪a izomorficzne.
(Nie wprost) gdyby istniaÃl taki izomorfizm ϕ, to musiaÃlby istnieć obraz ele-
mentu 1: ϕ(1) = q ∈ Q.
Jednak musiaÃlby istnieć również przeciwobraz q/2, np. ϕ−1(q/2) = z ∈ Z.
Jednak st ↪ad wynika, że:

1 = ϕ−1(q) = ϕ−1(q/2 + q/2) = ϕ−1(q/2) + ϕ−1(q/2) = z + z = 2z.

Jednak w zbiorze liczb caÃlkowitych nie istnieje taki element z, aby 2z = 1, co
kończy dowód.

Zadanie 1 Udowodnić

(Z2 × Z2, +2×2,
− , (0, 0)) ∼= ({1, 3, 5, 7}, ·8,−1 , 0) ∼=

∼= ({e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, ◦,−1 , e).
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Zadanie 2 Udowodnić
(S3, ◦,−1 , e) ∼= Gt,

gdzie Gt to grupa wszystkich przeksztaÃlceń izometrycznych trójk ↪ata.

Zadanie 3 Udowodnić

(Z12, +12,
− , 0) ∼= (Z3 × Z4), +Z3×Z4 ,

− , 0)

Spróbować rozwi ↪azać te zadania różnymi sposobami.

Zadanie 4 Udowodnić dla każdego n ∈ N zachodzi

(Z, +,− , 0) ∼= (nZ, +,− , 0) ∼= ({..., 1

8
,
1

4
,
1

2
, 1, 2, 4, 8, ...}, ·,−1 , 1)

Zadanie 5 Udowodnić

(Q× R× Z, +,−1 , (0, 0, 0)) ∼= (Z×Q× R, +,−1 , (0, 0, 0))

Zadanie 6 Udowodnić, że nast ↪epuj ↪ace grupy nie s ↪a izomorficzne

(S6, ◦,−1 , e), (Z120, +,− , 0),

(S4, ◦,−1 , e), (Z24, +,− , 0),

(Z8, +8,
−
8 , 0), (Z4 × Z2, +4×2,

−
4×2 , (0, 0))

Zadanie 7 Sprawdź, czy grupa obrotów i symetrii trójk ↪ata jest izomorficzna
z Z6 czy z S3.

Zadanie 8 Sprawdź, czy nast ↪epuj ↪ace grupy s ↪a izomorficzne:

Z,Z× Z2,

Z/5Z, G,

gdzie G oznacza grup ↪e obrotów pi ↪eciok ↪ata,

({1,−1, i,−i}, ·,−−1, 1),Z4,

({1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}, ·,−1 , 1), ({1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19}, ·,−1 , 1).

Zadanie 9 Wskaż dwie grupy dwunastoelementowe, które nie s ↪a izomor-
ficzne
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