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Definicja 1 Kombinacja liniowq wektorow z (V, F,+,-) nazywamy element
T postaci x = k1x1 + koo + ... + knop, gdziex; €V, k; € K, n < co.

Definicja 2 Uktad wektoréw z;,i1 € {1,...,n} nazywamy uktadem wektoréw
liniowo niezaleznych, jezeli dla dowolnego uktadu skalarow k; € F' spelniony
jest warunek X  kjx; =0=k; =0 dlaie {1,...,n}.

Definicja 3 Bazq przestrzeni (V, F,+,-) nazywamy taki uklad wektoréw li-
niowo niezaleinych, ze kazdy element przestrzeni V. mozna przedstawic jako
kombinacje lintowaq elementow z tej bazy.

Liczbe wektorow bazy nazywamy wymiarem przestrzeni V.

Przyktad 1 W przestrzeni R* wektory (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0),
(0,0,0,1) sa liniowo niezalezne poniewaz: a(1,0,0,0)4b(0,1,0,0)+¢(0,0,1,0)+
d(0,0,0,1) = (a,b,c,d) jest rowny wektorowi zerowemu gdya =b=c=d =

0. Ponadto za pomoca tych czterech wektoréw mozna wygenerowaé dowolny
element (a,b,c,d) € R* cayli stanowiq one baze.

Ogélnie, w R"™ bazq moze byé zbiér wektoréw (1,0,0, ...,0), (0, 1,0, ...,0), ...

, (0,0,0,...,1) (tzw. baza standartowa). Widaé stad, Ze wymiar przestrzeni
R"™ wynosi 3.

Wiasnos$é 1 Zbiér wektoréw jest liniowo niezaleiny w R™ wtedy i tylko
wtedy gdy macierz zbudowana z tych wektorow ma rzqd réwny ilosci tych
wektoréw. Ponadto (zaktadajac ich liniowq niezaleinosé) wektory te sq baza
wtedy 1 tylko wtedy gdy liczba tych wektorow wynosi n.

Przyklad 2 Bazg w C nad R jest zbior {1,i}, jak réwniez zbior {2 —1i,5+
2i}. Baza Myum(K) jest np. zbior wszystkich macierzy posiadajacych na
jednym miejscu jedynke, a w pozostatych “kratkach” zera.

Zadanie 1 Ktory z ponizszych zbiorow wektorow jest bazq w R3?
a)(0,2,1),(1,0,1),6) (2,1,-2),(-1,1,1),(-1,-2,1), ¢) (2,0,3),(1,1,5),(0,—2,1)
(odp. tylko c).

9Zadania czes$ciowo na podst. skryptu ” Algebra i Geometria Analityczna z zadaniami”,
E. Plonka, Gliwice 1990



Zadanie 2 Niech B jest bazq V', a U podprzestrzeniq V. Niech C' = {b €
B :be U}. Pokazaé, ze réwnosé lin(C) = U nie musi zachodzic.

Zadanie 3 Niech {x1,x2,...,x,} 0znacza zbior wektoréw liniowo zaleznych
w przestrzent wektorowe) nad ciatem nieskonczonym. Wykazaé, Ze istnieje
nieskonczenie wiele sposobow przedstawienia wektora y jako kombinacji li-
niowej wektorow x1,xo, ..., Ty.

Zadanie 4 Zaloimy, ze wektor y mozna przedstawié jednoznacznie jako
kombinacje liniowq wektoréw xy, xo, ..., x,. Wykazal, ze {x1,x2,...,x,} jest
zbiorem wektoréw lintowo niezaleznych.

Zadanie 5 Zbior{x1,xa, ...,z } jest zbiorem wektoréw liniowo niezaleznych
a {x1,x9,...,Tn,y} jest zbiorem wektoréw liniowo zaleinych. Wykazaé, Ze
wektor y mozna przedstawié jednoznacznie jako kombinacje liniowq wek-
toréw {x1,x2, ..., Tn}.

Zadanie 6 Udowodnié, ze (0,2,1), (2,2,1), (1,1,2) jest baza w przestrze-
niach 73, 7.3, ... | Zz, gdzie p jest dowolng liczbg pierwszq rézng od 2.
Wektor (2,1,1) wyraZ za pomoca kombinacji liniowej podanych wyzej wek-
toréw, jezeli wiadomo, ze wektor ten jest z: a) 73, b) 73, ¢) 73,.

Zadanie 7 Pokaz ,ze w (CQ,R,—I-, -) baza jest uktad wektoréw a) (1,0),
(4,0), (0,1), (0,4); b) (1,47), (2 —14,—2), (24,7), (0,3i). Wyrazi¢ za pomoca
kombinacji liniowej drugiego z podanych uktadéw wektor (2 + 2i,2 — 3i).

Zadanie 8 Udowodnié, ze przestrzen ciqgow nieskonczonych o wymiernych
wspotczynnikach nie ma przeliczalnej bazy. Sprébowaé najpierw sprawdzid,
dlaczego np. zbior ciagow { (1,0,0,...), (0,1,0,...), ... } nie moze byé baza.

Zadanie 9 ZnaleZ¢ jakakolwiek baze przestrzeni rowigzan uktaddw rownar:

z—y+2v=0 z—4y+92=0 Yrxi =0
a)d y+z—5v=0 b)¢ 2x4+2y+62=0 ¢)
r+z—-3v=0 3xr+y+32=0 P (=12 =0

rozw. a) {(—2,0,5,1),(1,1,—1,0)}; b) brak bazy (przestrzen zerowymia-
rowa) c) baze tworzy suma dwdch "rodzin” wektoréw: pierwsza to wektory
posiadajgce na pierwszej wspotrzednej -1, na jednej z nieparzystych 1, a po-
zostate rowne zero; druga to wektory posiadajgce na drugiej wspotrzedney -1,
na jednej z parzystych 1, a pozostate rowne zero.



