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Twierdzenie 1 Dia kazdego p € Hom(V, V') istnieje dokladnie jeden ¢* €
Hom(V, V) taki, ze (¢(u),v) = (u,¢p*(v)) dla wszystkich u,v.

Definicja 1 Jezeli ¢ = ¢* to operator ¢ nazywa sie hermitowskim.

Wiasnos$é 1 Macierz odpowiadajaca operatorowi hermitowskiemu jest po-
staci A;; = Ay i nazywa sie macierzq hermitowskq.
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Definicja 2 Jezeli o~ = ¢* to operator ¢ nazywa sie unitarnym.

Definicja 3 Jezeli p o p* = ¢p* o ¢ to operator ¢ nazywa sie normalnym.

Definicja 4 Jezeli ¢P = E dla pewnego p € N to operator ¢ nazywa sie
nilpotentnym, a p stopniem nilpotentnosci (tego operatora).

UWAGA: ponizsza definicje operatora ”.SK R” przyjmijmy tutaj jedynie
w celu unikniecia kolizji oznaczen - w literaturze dotyczacej Teorii Grup
operatory - macierze - o tej wlasnosci nazywa sie elementami skonczonego
rzedu, natomiast definicja rzedu przeksztalcenia juz zostata zdefiniowana
wcezesniej m. in. jako rzad macierzy przeksztalcenia;

Definicja 5 Jezeli P = I dla pewnego p € N to operator o jest operatorem
” SKR?? .

Definicja 6 Jezeli p(e;) = aye; dla dowolnego i € {1,...,n} to operator ¢
jest operatorem diagonalnym.

Zadanie 1 Dane sqg macierze
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Wyznacz, ktore z nich sa hermitowskie, unitarne, nilpotentne, normalne,
"SKR” (odp. A; - unit. herm. norm. "SKR”, Ay - herm. norm, As - unit.
norm, "SKR”, A4 - nilpotentna).

9Zadania czes$ciowo na podst. skryptu ” Algebra i Geometria Analityczna z zadaniami”,
E. Plonka, Gliwice 1990



Zadanie 2 Wrykaz, Ze ponizsze operatory p1, w2 sa nilpotentne:
a) pr(e1) =0, i) =e€i—1, i €{2,...,n},
b) pa(e1) =0, pale;) =e1+ea+...+ei—1, i €1{2,...,n}.

Zadanie 3 Udowodnié, zZe dla dowolnych operatoréw ¢, € Hom(V,V)
zachodzq zwiqzki:

I"=1, (e+¢)" =" +", (") =, (poyp)" =v%op", (k)" = k"
Zadanie rozwigzaé zarowno za pomocq operatorow, jak i za pomoca macie-
rzy.

Zadanie 4 Wykazac ,ze rézniczkowanie % jest operatorem nilpotentnym w

przestrzeni {F(x) € Rylx] : st(F) < n} wielomianow stopnia mniejszego lub
rownego n.

Zadanie 5 Wykazac, ze modut wyznacznika |det(Ay,)| macierzy odpowia-
dajacej operatorow: unitarnemu ¢ w dowolnej bazie wynosi 1.

Zadanie 6 Udowodnij, ze jesli A jest operatorem nilpotentnym to det(A) =
0, a nastepnie wykaz (np. przez wskazanie kontrprzyktadu), ze z det(A) =0
nie musi wynikaé nilpotentnosé.

Zadanie 7 Udowodnij, zZe jezeli macierz A jest "SKR” to |det(A)| = 1,
a nastepnie wykaz, ze jezeli |det(A)| = 1 to macierz A wcale nie musi byé
"SKR.

Zadanie 8 Wykazaé, Ze wymiar przestrzeni operatorow: diagonalnych jest
n, a hermitowskich w w R™.

Zadanie 9 ZnajdZ warunek, dla ktorego operator diagonalny jest unitarny
(S|as|? = 1, gdzie o; to elementy z przekatnej macierzy przeksztatcenia).

Zadanie 10 Wykazaé, zZe modut wyznacznika |det(Ay)| macierzy odpowia-
dajacej operatorowt unitarnemu ¢ w dowolnej bazie wynost 1.

Zadanie 11 Znaleié macierze A; € Mgy takie, Ze:

a) r2(A1) =3, rz(A1)?=2, rz(A)?=1, rz(4)*=0,
b) rz(As) =3, rz(A)? =1, rz(4)®=0,
c)rz(A3) =2, rz(A3)? =0,

d) rz(A3)" = 3 dla dowolnego n € N.

Definicja 7 Podprzestrzen U przestrzeni V. nazywamy podprzestrzeniq nie-
zmienniczq operatora ¢, ¢ € H(V, V), jezeli o(U) C U

Zadanie 12 a) Wykazaé, ze 0, V, Ker(V), Im(V) sa podprzestrzeniami
niezmienniczymsi operatora o.

b) Jezeli Uy, Us sq podprzestrzeniami niezmienniczymi U to Uy NUs tez niq
jest, a Uy UUs nia nie musi bycé (ostatnia, trudniejsza czes$é zadania naglepiej
opisaé na jakims kontrprzykladzie).



