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Definicja 1 Przeksztatceniem (operatorem) liniowym ¢ nazywamy homo-
morfizm przestrzeni liniowej (V, K, +, ) na przestrzenn (W, K, +, ), czyli funkcje
spetniajaca warunki:

1) (v1) + @(v2) = @(v1 + v2),

2) ko(v) = p(kv1),

gdzie vy, v9,v € V k € K.

Przyklad 1 Przyktady przeksztatcen liniowych (sprawdzié na podst. defini-
cji, Ze sq to operatory liniowe):

1) ¢1: R? - Rg, v1(x1,x2) = (21 + 22, =321 + 229, —21 + 429)

2) ©a . R4 — RQ, g02<$1,$2,:6'3,.%'4) = (332, 21 — 229 + 1‘3)

3) p3: C* = C, ¢3(x1, w2, 23) = ((2i — 1)21 — 3izws)

4) Yq Rn — Rm, (p4($1,...,$n) = (E?Zlklixi,ﬁyzlkmxi,...,E?Zlkmi:ci),
gdzie kij € R,i,j € N.

Bardziej ogdlne przyktady (V,W oznaczajq dowolne przestrzenie liniowe):
5) 5 : V=V, p5(v) =0 (p=1id).

6)306:V—>W; 306(’0):0

Warto wiedzie¢, ze kazde przeksztatcenie liniowe R" — R" musi by¢ takiej
postaci jak w przykladzie 4).

Przykiad 2 Przyklady funkcji nie bedacych przeksztatceniami liniowymi:
1) 1 R® = R, by (w1, 9, m3) = (2123 + w2, —21 — T2, —21 + T2)

2) ¢2 : R4 — R2, wg(xl,xg,wg,.m) = (\xg\ — I3, 212)

3) s : R = R, ths(w1, 29, 73) = (55—

Definicja 2 Jadrem Kery operatora liniowego ¢ : V. — W jest zbior wek-
torow przeksztatcanych za pomocq ¢ w zero:
Kerp={v eV :¢(v)=0}

Definicja 3 Obrazem I'myp operatora liniowego @ jest zbior nastepujacych
wektoréw:
Ime={weW:3weVpb) =W}

9Zadania czes$ciowo na podst. skryptu ” Algebra i Geometria Analityczna z zadaniami”,
E. Plonka, Gliwice 1990



Definicja 4 Rzedem operatora nazywamy wymiar jego obrazu:
rzep = dimImep.

Twierdzenie 1 Jadro i oraz przeksztalcenia liniowego ¢ : V. — W sq pod-
przestrzeniami lintowymi odpowiednio V' oraz W.

Twierdzenie 2 Jezeli o : V. — W jest przeksztatceniem liniowym ¢ dimV <
oo to dimImp + dimKeryp = dimV.

Przyklad 3 Rozpatrzmy trzy pierwsze przeksztatcenia z przyktadu 1.

1) Kergr = {0}, Impr = {(t1 + to, —3t1 + 2ta, —t1 + 4t2) : t1,t2 € R}.
dimKer = 0,dimIm = 2

2) Kerys = {t1,0, 2t1,t2) t1,te € R}, Imps = R2. dim Ker=dim Im=2
3) Kerps = {t1,t2, — tl) t1,ta € C}, Imps = C. dim Ker=2, dim Im=1

Zadanie 1 Znajdz jqdm i obraz (oraz ich wymiary) nastepujacych prze-
ksztatcen liniowych przestrzeni R? na siebie:
a) symetrii przestrzeni wzgledem plaszczyzny y = 0,

b) rzutowania przestrzeni na ptaszczyzne y = —z,
c¢) symetrii przestrzeni wzgledem prostej —x =y A z =0,
d) rzutowania przestrzeni na prostq r =y = —z,

e) obrotu przestrzeni o kat 90° wzgledem osi OX,

Definicja 5 Dwie przestrzenie V,W sq izomorficzne jezeli istnieje prze-
ksztalcenie liniowe @ : V. — W przestrzeniami takie, ze Imp = W oraz
© jest funkcjq roinowartosciowaq.

Zadanie 2 Operator ¢ jest réznowartosciowy wtedy i tylko wtedy gdy Kerp =
0.

Zadanie 3 Pokazaé, izomorfizm pomiedzy nastepujacymi przestrzeniami (czyli
wskazaé réznowartosciowy homomorfizm "na”

1) (RG R,+,-),

2) (C R, + ),

3) (]128 « R R+, ),
1) W5[RL R, +,-),

5) (Msa(R), R, +, ),

6) (Vi,R,+,-), Vi - przestrzen nieskoriczonych ciagow o elementach z R,
ktore od siodmego miejsca posiadaja same zera.

7) (Va, R, +,-), Va - dowolna szesciowymiarowa przestrzen nad ciatem R.

Pojecie izomorfizmu jest bardzo przydatne. Przestrzenie izomorficzne maja
bowiem takie same wlasnosci, np. taki sam wymiar czy ilo$¢ wektoréow czy
skalaréw.

Zadanie 4 Udowodnié, ze Zadna z ponizszych przestrzeni nie jest izomor-
ficzna z (RO, R, +,-):
1) (Q67 Qa =+, '): 2) (R57 Rv =+, )



