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Definicja 1 PrzeksztaÃlceniem (operatorem) liniowym ϕ nazywamy homo-
morfizm przestrzeni liniowej (V,K, +, ·) na przestrzeń (W,K,+, ·), czyli funkcj ↪e
speÃlniaj ↪ac ↪a warunki:
1) ϕ(v1) + ϕ(v2) = ϕ(v1 + v2),
2) kϕ(v) = ϕ(kv1),
gdzie v1, v2, v ∈ V, k ∈ K.

PrzykÃlad 1 PrzykÃlady przeksztaÃlceń liniowych (sprawdzić na podst. defini-
cji, że s ↪a to operatory liniowe):
1) ϕ1 : R2 → R3, ϕ1(x1, x2) = (x1 + x2,−3x1 + 2x2,−x1 + 4x2)
2) ϕ2 : R4 → R2, ϕ2(x1, x2, x3, x4) = (x2, 2x1 − 2x2 + x3)
3) ϕ3 : C3 → C, ϕ3(x1, x2, x3) = ((2i− 1)x1 − 3ix3)
4) ϕ4 : Rn → Rm, ϕ4(x1, ..., xn) = (Σn

i=1k1ixi, Σn
i=1k2ixi, ...,Σn

i=1kmixi),
gdzie kij ∈ R, i, j ∈ N.
Bardziej ogólne przykÃlady (V, W oznaczaj ↪a dowoln ↪e przestrzenie liniowe):
5) ϕ5 : V → V , ϕ5(v) = v (ϕ = id).
6) ϕ6 : V → W , ϕ6(v) = 0

Warto wiedzieć, że każde przeksztaÃlcenie liniowe Rn → Rm musi być takiej
postaci jak w przykÃladzie 4).

PrzykÃlad 2 PrzykÃlady funkcji nie b ↪ed ↪acych przeksztaÃlceniami liniowymi:
1) ψ1 : R3 → R3, ψ1(x1, x2, x3) = (x1x3 + x2,−x1 − x2,−x1 + x2)
2) ψ2 : R4 → R2, ψ2(x1, x2, x3, x4) = (|x2| − x3, 2x2)
3) ψ3 : R3 → R, ψ3(x1, x2, x3) = ( 1

x1x2−x3
)

Definicja 2 J ↪adrem Kerϕ operatora liniowego ϕ : V → W jest zbiór wek-
torów przeksztaÃlcanych za pomoc ↪a ϕ w zero:
Kerϕ = {v ∈ V : ϕ(v) = 0}
Definicja 3 Obrazem Imϕ operatora liniowego ϕ jest zbiór nast ↪epuj ↪acych
wektorów:
Imϕ = {w ∈ W : ∃v ∈ V, ϕ(v) = W}

0Zadania cz ↪eściowo na podst. skryptu ”Algebra i Geometria Analityczna z zadaniami”,
E. PÃlonka, Gliwice 1990
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Definicja 4 Rz ↪edem operatora nazywamy wymiar jego obrazu:
rzϕ = dimImϕ.

Twierdzenie 1 J ↪adro i oraz przeksztaÃlcenia liniowego ϕ : V → W s ↪a pod-
przestrzeniami liniowymi odpowiednio V oraz W .

Twierdzenie 2 Jeżeli ϕ : V → W jest przeksztaÃlceniem liniowym i dimV <
∞ to dimImϕ + dimKerϕ = dimV .

PrzykÃlad 3 Rozpatrzmy trzy pierwsze przeksztaÃlcenia z przykÃladu 1.
1) Kerϕ1 = {0}, Imϕ1 = {(t1 + t2,−3t1 + 2t2,−t1 + 4t2) : t1, t2 ∈ R}.
dimKer = 0, dimIm = 2
2) Kerϕ2 = {t1, 0,−2t1, t2), t1, t2 ∈ R}, Imϕ2 = R2. dim Ker=dim Im=2
3) Kerϕ3 = {t1, t2,−2i−1

3 t1), t1, t2 ∈ C}, Imϕ3 = C. dim Ker=2, dim Im=1

Zadanie 1 Znajdź j ↪adro i obraz (oraz ich wymiary) nast ↪epuj ↪acych prze-
ksztaÃlceń liniowych przestrzeni R3 na siebie:
a) symetrii przestrzeni wzgl ↪edem pÃlaszczyzny y = 0,
b) rzutowania przestrzeni na pÃlaszczyzn ↪e y = −z,
c) symetrii przestrzeni wzgl ↪edem prostej −x = y ∧ z = 0,
d) rzutowania przestrzeni na prost ↪a x = y = −z,
e) obrotu przestrzeni o k ↪at 900 wzgl ↪edem osi OX,

Definicja 5 Dwie przestrzenie V,W s ↪a izomorficzne jeżeli istnieje prze-
ksztaÃlcenie liniowe ϕ : V → W przestrzeniami takie, że Imϕ = W oraz
ϕ jest funkcj ↪a różnowartościow ↪a.

Zadanie 2 Operator ϕ jest różnowartościowy wtedy i tylko wtedy gdy Kerϕ =
0.

Zadanie 3 Pokazać, izomorfizm pomi ↪edzy nast ↪epuj ↪acymi przestrzeniami (czyli
wskazać różnowartościowy homomorfizm ”na”):
1) (R6,R, +, ·),
2) (C3,R, +, ·),
3) (R2 ×R4,R,+, ·),
4) (W5[R],R, +, ·),
5) (M3×2(R),R, +, ·),
6) (V1,R,+, ·), V1 - przestrzeń nieskończonych ci ↪agów o elementach z R,
które od siódmego miejsca posiadaj ↪a same zera.
7) (V2,R, +, ·), V2 - dowolna sześciowymiarowa przestrzeń nad ciaÃlem R.

Poj ↪ecie izomorfizmu jest bardzo przydatne. Przestrzenie izomorficzne maj ↪a
bowiem takie same wÃlasności, np. taki sam wymiar czy ilość wektorów czy
skalarów.

Zadanie 4 Udowodnić, że żadna z poniższych przestrzeni nie jest izomor-
ficzna z (R6,R,+, ·):
1) (Q6,Q, +, ·), 2) (R5,R, +, ·).
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