PRZESTRZENIE LINIOWE

Piotr Stanina °©

25 lipca 2001

Definicja 1 Przestrzeniq liniowq (wektorowa) nad ciatem (K, +,-) nazy-
wamy strukture algebraiczng (V,K, ®,®) (lub w skrécie V), ztoZong ze zbioru
wektoréow V', zbioru skalaréw K oraz dziatan: wewnetrznego VoV — V i
zewnetrznego K © V. — V' spelniajacych nastepujace warunki:

1) (V,®) jest grupa abelowaq;

2)k® (11 ®ve) = (kO v)® (k©wve) dla dowolnych k € K, v1,v9 € V;

3) (k1 + ko) ©v = (k1 ©v) ® (ka ®v) dla dowolnych ki,ks € K, v € V;

4) k1 © (k2 ©v) = (k1 - k2) © v dla dowolnych ki,ks € K, v e V;
5)1®v=wv dla dowolnego v € V.

Definicja 2 (U, K, @, ®) jest podprzestrzeniq przestrzeni (V,K, @, ®) wtedy
1 tylko wtedy gdy

Hucv

2) Vi usev U1 D ug € U;

3) quV,kEK kouel.

Dalej jezeli nie bedzie to powodowac kolizji oznaczern bedziemy uzywaé za-
miast @, ® oznaczen +, -.

Przyklad 1 Niech A jest dowolnym zbiorem. Wtedy A™ jest zbiorem ele-
mentéw postaci (ay, ..., an), gdzie a; € A, np. @3 oznacza zbior trojelementowych
wektoréw z wymiernymi elementami.
Przyktady przestrzeni liniowych (w ponizszych przyktadach K oznacza do-
wolne ciato, Q, R, C):
1) (K", K, +,), n dowolna liczba naturalna;
2) (C,R, +,), n dowolna liczba naturalna;
3) (R,Q,+,-), n dowolna liczba naturalna;
4) Wi K], K, +,); W,IK] to wielomiany o wspdtczynnikach z K;
5) ( nxm( ), K, +,9); Mysm(K) to macierze n x n nad ciatem K;
6) (K JKo+, ) funkegi f : K — K.
(

7) K K+, +) nieskoriczonych ciagow o elementach z K.

9Zadania cze$ciowo na podst. skryptu ” Algebra i Geometria Analityczna z zadaniami”,
E. Plonka, Gliwice 1990 oraz ” Algebra i wielowymiarowa geometria...”, S. Przybylo, A.
Szlachtowski WNT Warszawa, 1993



Zadanie 1 Wykazaé, Ze jesli (K, +-) jest ciatem to (K, K, +,-) jest prze-
strzenig wektorowq.

Zadanie 2 Pokazaé, ze (R4, R, ®) jest przestrzeniq wektorowq, gdzie -

oznacza zwykle mnozenie, a k ® x = x*.

Zadanie 3 Czy (R2,R,®,®) jest przestrzeniq liniowaq, jezeli dzialanie @
jest zdefiniowane w nastepujqcy sposob:
a) (z1,y1) ® (x2,92) = (21 + Y1, 22 + y2),
b) (z1,91) ® (z2,y2) = (21 + 22,91 + y2),
c) (z1,y1) © (22, y2) = (z1+ 22,0),
)= (

d) (z1,y1) ® (z2,92 min{x1, r2}, min{yi + ya}).
(odp. tylko b).

Zadanie 4 Niech (V,R,+,-) jest przestrzeniq liniowa. Okreslmy dziatanie
na parach elementéw z V:

(z1,51) © (y1,42) = (21 + Y1, 22 + y2) dla (x1,91), (x2,92) € V?,

(k1,k2) © (2,9) = (kix — kay, kex + k1y) dla (k1,k1) € C, (z,y) € V2.
Wykazaé, ze (V2,C,®,®) jest przestrzeniq liniowaq.

Zadanie 5 W zbiorze wektorow zaczepionych w poczgtku uktadu wspotrzednych
okreslono dodawanie i mnozenie wektorow przez liczbe. Ktory z ponizszych
zbiordw jest przestrzeniq wektorowq (wraz z wektorem zerowym):

a) wektory o korncach nalezqcych do prostej przechodzacej przez poczatek
uktadu wspotrzednych,

b) wektory o koricach w pierwszej cwiartce ukt. wspdt.

¢) wektory o koricach w drugiej lub czwartej éwiartce ukt. wspdt.

odp. tylko a).

Zadanie 6 Udowodnié, ze podprzestrzeniami R

a) Zbior funkcji posiadajacych pochodng n-tego rzedu

b) Zbior funkcji ograniczonych

Udowodnié, ze podprzestrzeniami C

a) Zbior wszystkich ciqgow ograniczonych,

b) Zbior wszystkich ciagow zbieinych,

c) Zbior wszystkich ciqgow zbieznych do zera,

d) Zbior wszystkich ciagéw ktérych elementy od pewnego miejsca sq réwne
zero.

Zadanie 7 W zbiorze C" rozpatrujemy podzbiory:
a) {x:x1 € R},

b) { : arg(z1) = arg(wn)},

¢) {: D5 || = [aal},

d){z:x;=2x;_1} dlai=2,..,n



e) {x:x1 =Ty}
Ktére z nich sa podprzestrzeniami C" nad ciatem C, ktére nad R (odp. d)
zawsze, a), e) tylko nad R).

Zadanie 8 Zbior funkcji {f : f :< 0,1 >— R} wraz z dziataniami (f @
9)(x) = f(x) + g(x) oraz k ® f(z) = kf(x) stanowi przestrzen liniowg.
Sprawdzié, ktory z nastepujacych podzbiorow stanowi podprzestrzen tej prze-
strzeni:

a) f(z) = ax® + br +c,a,b,c € R,

b) 71 £(0) = 3f() = —4f(1),

¢) f2Pf(3) =0,

d) f jest nieciagta,

e) f jest ciagta,

f) f jest monotoniczna lub stale réwna zero.

odp. a), b), c), e).

Zadanie 9 Niech V1, Vs sq podprzestrzeniami przestrzeni V. Czy sq réwniez
jej podprzestrzeniami:

a) ViuVWs, b) Vinvs, C) ‘/1—|—‘/2:{U1+v21’01 e Vi, v9 GVQ}

(odp. a) oraz c) sa podprzestrzeniamsi).



