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Definicja 1 Niech V oznacza przestrzen liniowg nad ciatem K. Tensorem
nazywamy przeksztatcenie liniowe T : V" — K wzgledem kazdego z argu-
mentow tzn. dla dowolnego i € {1,...,n}

T(v1, .o, kU + Ty ooy Un) = KT (01, ooy U3y ooy Up) + T(01, oory Uiy ooy Up).
Zbior tensordw oznaczamy przez T, (V).
Wtiasnos$é 1 Zbior T,, n-tensoréw tworzy przestrzen liniowq nad K.

Definicja 2 Niech T jest n-tensorem. Jezeli zachodzi jeden z nastepujacych
(rownowaznych!) warunkéw

T(yvy oy v,0) = 0,7, 05, 0y 0j, ) = =T'(0y 05, 0, 0, 00),

to T jest nazywany n-tensorem skosnie symetrycznym. Zbior tych tensoréw
oznaczamy przez TSE(V).

Definicja 3 Niech T jest n-tensorem. Jezeli dla dowolnej permutacji o €
Sy zachodzi

T(’Ul, V2, -y ’Un) = T(UU(1)7 Vo(2)) -+ vo‘(n))a

to T jest nazywany n-tensorem symetrycznym. Zbior tych tensorow ozna-
czamy przez Ty (V).

Zadanie 1 Sprawdzié¢ czy wV kazdy iloczyn skalarny jest 2-tensorem, gdzie
V' to przestrzen liniowa nad Q, R, C (nad C nie jest).

Zadanie 2 Czy kazdy 1-tensor jest t. symetrycznym, skosnie symetr. (tak).
Zadanie 3 Sprawdzié, czy kaidy 2-tensor jest op. liniowym V? w K (nie).

Zadanie 4 Wykazaé, Ze iloczyn mieszany (01, 03,03), v; € R3, jest tensorem
antysymetrycznym.

9Zadania czes$ciowo na podst. skryptu ” Algebra i Geometria Analityczna z zadaniami”,
E. Plonka, Gliwice 1990



Zdefiniujmy nastepujace funkcje f; : R* x R®* — R, t € {1,2,...,8}:

f1((901,3?27333) (Y1,92,¥3)) = T1y1 — T2Y2 + 373Y3
fo((21, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = 221Y2 + T2y3 — 323Y1
J3((z1, w2, 23), (Y1,Y2,¥3)) = 23Y2
Ja((z1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = 3T1Y2 — 32201
f5((z1, 22, 23), (Y1, 92, 93)) = 0
Je((21, w2, 23), (y1,92,Y3)) = T1y2 + T2y3 + 323Y1
fr((x1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = 21 + 3202
fs((z1, 2, 23), (y1,92,93)) = In(272%3)

fo((m1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = —221Y2 + 2221 — 222Y3 + 2732 — 223Y1 +271Y3
Zadanie 5 Sprawdzié, ktdre z powyzej zdefiniowanych funkcji sq 2-tensorami,
ktore sq tensorami symetrycznymi, antysymetrycznymi (odp. tensorem nie
jest fr, t. symetrycznym sa f1, fs, fe, natomiast t. antysymetrycznym sa
fa, f5 oraz fy).

Niech f; : R x R* x R* — R, t € {10,11, 12} beda funkcjami postaci:
Jro((z1,72), (Y1,92), (21, 22)) = 271Y122

Ji1((w1,22), (Y1,92), (21, 22)) = 221Y223 + 222Y321 + 223Y1 22

Ji2((w1, 22), (Y1,92), (21, 22)) = 22191 + 3T2y3 — T3Y1

Zadanie 6 Sprawdzié, ktére z powyzej zdefiniowanych funkcji sq 3-tensorami,
ktore sa tensorami symetrycznymi, antysymetrycznymi. (odp. tensorem nie
jest fia, t. symetrycznym jest fi1, natomiast nie ma t. antysymetrycznych).

Zadanie 7 Niech T bedzie 2-tensorem w przestrzeni R2. Sprawdzié, Ze
7((3,3),(3,3)) = 27 oraz T((n,n),(—3,—-3)) = —9n jezeli wiadomo, Zze
T((1,1),(1,1)) = 3.

Zadanie 8 Niech T bedzie 2-tensorem w R*. Niech T((1,0),(2,2)) = 3
oraz T((0,1),(3,3)) = —2. Sprawdzié, ze T'((1,2),(6,6)) = —

Zadanie 9 Niech T bedzie n-tensorem. Wykazaé, ze Ty zdefiniowany wzo-
rem

Ty (V15 0n) = Boes, T (Va(1)s -3 Va(n))
jest n-tensorem symetrycznym (aby zrozumieé to zadanie, sprébowaé udo-
wodnié nagpierw to twierdzenie dla n=_2 albo n=3. Wtedy bowiem T\ (v1,v2) =
T(v1,v2)+T (vo,v1) i Ty (v1,v2,v3) = T(v1, va,v3)+T (ve, vy, v3)+T (v1,v3, v2)+
T (vs,v1,v2)+T(vs, v2,v1)+T (v, v3,v1) Po podstawieniu odpowiednich wartosci

Zadanie 10 Wykazaé, zZe jesli dimV > 0 to dimT,(V) > 0 dla n € N
(rozwiqzanie: wystarczy wskazaé nietrywialny tensor; niech dimV = d.
Wtedy V = (21, ...,x4), a nietrywialnym tensorem moze byé np.

Tn((T1y ey Za)y (Y1y ooy Yd)s ooy (V14 000y V1)) = T1Y1 ... 01+ T2Y2.. V2. ..+ X gY4- .- Vg

Warto zauwazyé, ze wskazany tensor jest symetryczny).



