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Definicja 1 Niech V b ↪edzie n-wymiarow ↪a przestrzeni ↪aliniow ↪a nad ciaÃlem
K, ϕ : V −→ V b ↪edzie przeksztaÃlceniem liniowym, Aϕ ∈ Mn,n(K) macierz ↪a
tego przeksztaÃlcenia.
Wartościami (skalarami) wÃlasnymi λ ∈ K przeksztaÃlcenia ϕ (macierzy Aϕ)
nazywamy rozwi ↪azania równania det (ϕ− λϕid) = 0 (det (Aϕ − λI) = 0).

WÃlasność 1 Wart. wÃl. Aϕ oraz ϕ s ↪a sobie równe.

Definicja 2 Wektorem wÃlasnym X macierzy Aϕ nazywamy każdy nieze-
rowy wektor kolumnowy taki, że (Aϕ − λI) · X = 0 dla pewnej wartości
wÃlasnej λ.

Jeżeli macierz A ma tyle wartości wÃlasnych (wielokrotne wartości wÃlasne li-
czone ”wiele” razy) ile wynosi wymiar tej macierzy, to macierz J = X−1AX
jest macierz ↪a która na gÃlownej przek ↪atnej posiada wartości wÃlasne oraz
a) Jeżeli wartości wÃlasne s ↪a jednokrotne to jest macierz ↪a diagonaln ↪a.
b) Jeżeli wartości wÃlasne s ↪a wielokrotne to bezpośrednio ponad przek ↪atn ↪a
mog ↪a pojawić si ↪e jedynki w niektórych polach.
Dla jednokrotnych wartości wÃlasnych X jest macierz ↪a utworzon ↪a z poÃl ↪aczenia
dowolnych wektorów wÃlasnych ale liniowo niezależnych.

Definicja 3 Macierz J określona powyżej nazywa si ↪e postaci ↪a Jordana albo
postaci ↪a normaln ↪a macierzy A.

Definicja 4 Dwie macierze A i B s ↪a sprz ↪eżone jeżeli istnieje macierz X
taka, że A = X−1BX.

Zadanie 1 Wyznaczyć wartości i wektory wÃlasne oraz postać Jordana dla
poniższych macierzy nad ciaÃlem R:

a)
[

8 3
−2 3

]
b)




6 −3 −6
−6 5 8

5 −3 −5


 c)



−4 3 6

6 −3 −8
−5 3 7




0Zadania cz ↪eściowo na podst. skryptu ”Algebra i Geometria Analityczna z zadaniami”,
E. PÃlonka, Gliwice 1990
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d)




−3 3 −1 4 −6
3 −3 5 7 3
0 0 3 −2 2
0 0 −2 3 −1
0 0 0 0 2




(odp. a): λ ∈ {5, 6}, x1 = (−t, t), x2 = (3t,−2t) odp. b): λ ∈ {1, 2, 3}, x1 =
(0, 2t,−t), x2 = (3t,−2t, 3t), x3 = (t,−t, t) odp. c): λ ∈ {1, 0,−1}, wek-
tory wÃlasne j. w. odp. d): λ ∈ {−6, 0, 1, 2, 5}, wektory wÃlasne x1 =
(t,−t, 0, 0, 0), x2 = (t,−t, 0, 0, 0), x3 = (−48t,−33t, t, t, 0), x4 = (31t, 25t, 0, 8t,−t), x5 =
(47t, 31t,−t, 55t, 0)

Zadanie 2 Znajdź wartości wÃlasne, wektory wÃlasne i ilość tych wektorów

dla macierzy




1 2 1
1 0 2
2 1 1


 gdzie wspóÃlczynniki s ↪a z:

a) ciaÃla Z3 (odp. λ = 2, x = (0, t, t), t ∈ Z3 \ {0}, ilość=3)
b) ciaÃla Z5 (odp. λ = 0, 2, x1 = (t, t, 2t), x2 = (2t, t, 0), t ∈ Z5 \{0}, ilość=8)
c) ciaÃla Z7 (odp. λ = 4, x = (5t, 0, t), t ∈ Z7 \ {0}, ilość=6)

Zadanie 3 Ile jest możliwych postaci Jordana macierzy Aϕ ∈ Mn,n(K)
jeżeli wiadomo, że:
a) n = 15 i dokÃladnie dwie klatki Jordana s ↪a 4× 4
a) n = 16 i dokÃladnie trzy klatki Jordana s ↪a 3× 3
a) n = 14 i jest siedem klatek Jordana
a) n = 9 nie ma pojedyńczych klatek Jordana
a) n = 9 i klatki s ↪a różnej wielkości
(rozw. a) – 12, b) – 11, c) – 15, d) – 8, e) – 8).

Zadanie 4 Znaleźć postać Jordana macierzy:

a)




3 0 4 1
0 3 2 8
0 0 3 0
0 0 0 3


 b)




1 −1 0 0
4 −3 0 0

−6 6 0 −1
−3 3 1 −2


 c)




−4 5 5 −1
4 −3 −4 0

−5 6 6 −1
−5 8 9 −3




Rozw. a) na przek ↪atnej 3 i dwie klatki wielkości 2×2; b) oraz c) na przek ↪atnej
-1 i jedna klatka 4× 4.
Któr ↪e spośród tych macierzy s ↪a sprz ↪eżone? (odp. b) i c), ponieważ maj ↪a
tak ↪a sam ↪a postać Jordana).

Zadanie 5 Obliczyć A47, gdzie A jest dowoln ↪a macierz ↪a z zadania 1.

Zadanie 6 Znaleźć postać Jordana macierzy




0 −1 0 0
0 0 u 0
0 0 0 −1

−1 0 0 0


 o wspóczynnikach

zespolonych w zależności od parametru u ∈ R.
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Rozw. dla u < 0 na przek ↪atnej (−u)
1
4 , −(−u)

1
4 , i(−u)

1
4 , −i(−u)

1
4 .

dla u > 0 na przek ↪atnej
√

2
2 (1+ i)(−u)

1
4 ,

√
2

2 (−1+ i)(−u)
1
4 ,

√
2

2 (1− i)(−u)
1
4 ,√

2
2 (−1− i)(−u)

1
4 .

dla u = 0 na przek ↪atnej zera i jedna klatka Jordana 4× 4.

Zadanie 7 Wyznaczyć wartości i wektory wÃlasne macierzy przeksztaÃlcenia
R3 → R3, b ↪ed ↪acego:
a) symetri ↪a przestrzeni wzgl ↪edem pÃlaszczyzny y = −z,
b) rzutowaniem przestrzeni na pÃlaszczyzn ↪e y = −z,
c) symetri ↪a przestrzeni wzgl ↪edem prostej −x = 2y = z,
d) rzutowaniem przestrzeni na prost ↪a −x = 2y = z,
e) obrotem przestrzeni o k ↪at 450 wzgl ↪edem osi OY ,
f) dowolnym przeksztaÃlceniem postaci ϕ(x, y, z) = (a1x + b1y + c1z, a2x +
c2z, a3x), ai, bi, ci ∈ R.

Zadanie 8 Udowodnij, że
a)Wszystkie skalary wÃlasne operatora hermitowskiego s ↪a rzeczywiste.
b)Wszystkie skalary wÃlasne operatora unitarnego speÃlniaj ↪a warunek |λ| = 1.
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