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Definicja 1 Niech V' bedzie n-wymiarowq przestrzenigliniowq nad ciatem
K, ¢ : V — V bedzie przeksztatceniem liniowym, A, € My, ,,(K) macierzq
tego przeksztatcenia.

Wartosciami (skalarami) wtasnymi X € K przeksztatcenia ¢ (macierzy A,)
nazywamy rozwigzania rownania det (¢ — Ap;q) = 0 (det (A, — AI) =0).

Wiasnosé 1 Wart. wt. A, oraz ¢ sq sobie réwne.

Definicja 2 Wektorem wtasnym X macierzy A, nazywamy kazdy nieze-
rowy wektor kolumnowy taki, ze (A, — X ) - X = 0 dla pewnej wartosci
wlasnej .

Jezeli macierz A ma tyle wartosci wlasnych (wielokrotne wartosci wlasne li-
czone ”wiele” razy) ile wynosi wymiar tej macierzy, to macierz J = X “'AX
jest macierza ktora na glownej przekatnej posiada wartosci wlasne oraz

a) Jezeli wartosci wlasne sa jednokrotne to jest macierza diagonalna.

b) Jezeli wartosci wlasne sa wielokrotne to bezposrednio ponad przekatna
moga pojawic sie jedynki w niektérych polach.

Dla jednokrotnych wartosci wlasnych X jest macierza utworzona z polaczenia
dowolnych wektoréw wtasnych ale liniowo niezaleznych.

Definicja 3 Macierz J okreslona powyzej nazywa sie postaciq Jordana albo
postaciq normalng macierzy A.

Definicja 4 Dwie macierze A i B sq sprzezone jezeli istnieje macierz X
taka, 26 A= X"1BX.

Zadanie 1 Wyznaczyé wartosci © wektory wtasne oraz postaé Jordana dla
ponizszych macierzy nad ciatemn R:
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9Zadania czes$ciowo na podst. skryptu ” Algebra i Geometria Analityczna z zadaniami”,
E. Plonka, Gliwice 1990
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(odp. a): X\ € {5,6},x1 = (—t,t),x9 = (3t,—2t) odp. b): X € {1,2,3}, 21 =
(0,2t,—t),xo = (3t,—2t,3t),x3 = (t,—t,t) odp. c): X\ € {1,0,—1}, wek-
tory wlasne j. w. odp. d): A € {—6,0,1,2,5}, wektory wlasne x1 =
(t,—1,0,0,0), 22 = (t,—1,0,0,0), x5 = (—48t, —33t,1,4,0), 24 = (31t, 25¢,0,8t, 1), 25 =
(47t, 31¢, —t, 55t, 0)

Zadanie 2 ZnajdZ wartosci wltasne, wektory wtasne i ilosS¢ tych wektorow

1 2 1
dla macierzy | 1 0 2 gdzie wspotczynniki sq z:
2 11
a) ciata Zs (odp. X =2,z = (0,t,t),t € Z3 \ {0}, ilosé=3)
b) ciata Zs (odp. X =0,2,21 = (t,t,2t),x0 = (2t,t,0),t € Z5 \ {0}, ilos¢=8)
c) ciata Zy (odp. A =4,z = (5t,0,t),t € Z7 \ {0}, ilosé=6)

Zadanie 3 lle jest mozliwych postaci Jordana macierzy A, € M, ,(K)
jezeli wiadomo, zZe:

a) n =15 i doktadnie dwie klatki Jordana sq 4 x 4

a) n =16 i doktadnie trzy klatki Jordana sq 3 x 3

a) n =14 i jest siedem klatek Jordana

a) n =9 nie ma pojedyriczych klatek Jordana

a) n =9 i klatki sq réznej wielkosci

(rozw. a) — 12, b) — 11, ¢) - 15, d) - 8, ¢) - 8).

Zadanie 4 ZnaleZ¢ postaé Jordana macierzy:

3 041 1 -1 0 O -4 5 5 -1
a) 0 3 2 8 b) 4 -3 0 0 0) 4 -3 -4 0
0030 -6 6 0 -1 -5 6 6 -1
0 00 3 -3 3 1 =2 -5 8 9 =3

Rozw. a) na przekatnej 3 i dwie klatki wielkosci 2x2; b) oraz c) na przekatnej
-1 1 jedna klatka 4 x 4.

Ktore sposrdd tych macierzy sq sprzezone? (odp. b) i c), poniewaz maja
taka sama postaé Jordana).

Zadanie 5 Obliczyé AY, gdzie A jest dowolng macierzq z zadania 1.

0 -1 0 0
Zadanie 6 ZnaleZé¢ posta¢ Jordana macierzy 8 8 g 1] wspoczynnikach
-1 0 0 0

zespolonych w zaleznosci od parametru u € R.



Rozw. dla uw < 0 na przekatnej (fu)i, f(fu)i, i(fu)i, fi(fu)i.

dla v > 0 na przekqtnej @(1 —i—i)(—u)i, 2(—1 —i—i)(—u)i, @(1 —i)(—u)1,
(1 — i) (~u)i.

dla uw =0 na przekatnej zera 1t jedna klatka Jordana 4 x 4.
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Zadanie 7 Wyznaczyé wartosci © wektory wltasne macierzy przeksztatcenia
R3 — R3, bedgcego:

a) symetriq przestrzeni wzgledem plaszczyzny y = —z,

b) rzutowaniem przestrzeni na plaszczyzne y = —z,

c¢) symetriq przestrzeni wzgledem prostej —x = 2y = z,

d) rzutowaniem przestrzeni na prostq —xr = 2y = z,

e) obrotem przestrzeni o kat 45° wzgledem osi OY,

f) dowolnym przeksztatceniem postaci o(z,y,z) = (a1 + b1y + 12, a2z +
coz,a3x),ai, b, c; € R.

Zadanie 8 Udowodnij, Ze
a) Wszystkie skalary wlasne operatora hermitowskiego sa rzeczywiste.
b) Wszystkie skalary wlasne operatora unitarnego spetniajq warunek |[A| = 1.



