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Twierdzenie 1 Niech T : V" — K bedzie funkcjg liniowq wzgledem i-tej
zmiennej i niech o € Hom(U, V). Wtedy funkcja T% : U™ — K zdefinio-
wana wzorem

T?(uty ..oy ti) = T(@(uq), ..., (uy))

jest lintowa wzgledem kazdej ze zmiennych, czyli jest tensorem.

Definicja 1 Niech {e1,...,en} bedzie baza w przestrzeni K™ Jako det nazy-
wamy taki n-tensor skosnie symetryczny dla ktdrego det(ey,ea,...,en) = 1
(uwaga! trzeba zavwazyé, ze wymiar dimV = n musi byé réwny liczbie "n”
przy oznaczeniu tensora).

Wiasnos$é 1 Dlia kazdej przestrzeni K" jest doktadnie jeden taki tensor det
0 podanej powyzej wtasnosci.

Definicja 2 Niech ¢ € Hom(K",K"). Wtedy det? = det(p(e1), ..., p(en))
nazywamy wyznacznikiem det operatora ¢, gdzie {e1,...,e,} jest baza w prze-
strzeni K™.

Niech {ey, ..., e, } bedzie baza w R". Zdefiniujmy nastepujace przeksztalcenia
@ : R? — R3:

1. pi(e1) =e1 —ea, pi(e2) =2e1 +e3, pi(e3) = —2ey — 2es;
2. pao(e2) =e1 —ea+e3, paler) =—er —2ex +e3, @aes) =2e; + e,

oraz przeksztalcenia przestrzeni R* w siebie:
3. p3(e1) =e1 —e2, p3(e2) = ex + ez,
3(6’3) = —e3 + ey, 903(64) = —4e; — 2ey;

4. p4(e1) = e3, pa(e2) = —eax +e3,
p4(e3) = e1 +2ex —e3, @ales) = e + €2 — e3 — 2ey4.
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9Zadania czes$ciowo na podst. skryptu ” Algebra i Geometria Analityczna z zadaniami”,
E. Plonka, Gliwice 1990



Zadanie 1 Obliczyé zarowno z definicji wyznacznika jak i zapisujac od-
powiednie macierze wyznaczniki powyzszych przeksztatcen. (rozwigqzanie:
det¥? =0, a pozostale wyznaczniki sq rowne —2.

Zadanie 2 Sprawdzi¢ nastepujace wzory:
det(p + ) = det(p) + det(v), det(—p) = —det(p), det(kp) =k -det(y),

gdzie @, ¥ to przeksztatcenia liniowe K™ na K™. (rozwigzanie: dla dowolnego
n Zaden ze wzorow mie jest prawdziwy; pierwszy jest prawdziwy tylko dla
n =1, drugi dla n nieparzystego, a trzeci albo dla k =0 albo gdyn =1).

Zadanie 3 Wykazaé, Ze det(vy,va,...,vn) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ciag
V1, V9, ..., Up jest liniowo zalezny.

Zadanie 4 Wykazaé, ze det(¢?) # 0 wtedy i tylko wtedy gdy o~ istnieje.
Zadanie 5 Wyznaczyé det?¥, gdzie

pler) = e1, wleir1) = eir1 + 2¢(ei),

ie{l,..,n—1} (rozwigzanie: det¥ =1).

Zadanie 6 Mamy dane przeksztatcenia liniowe p, v : V" — V" takie, ze
deto = 5. Wykazaé ,Ze zachodzq réwnosci: detop* = 625, det3p = 3"5 oraz
Ze mie mozna jednoznacznie obliczyé det¥t? gdy dane sq det @, deti).

Zadanie 7 Niech p,,0 € S, bedzie operatorem z Hom(K", K") zdefinio-
wanym warunkiem ¢q(€;) = €,(;). Obliczyc det(py).

Zadanie 8 Podaé przyktad takich przeksztalcen i, 1,0 € {1,2,3,4,5,6},

zeby detyp; = dety; = 2 oraz

det(p1 + 1) = O,

det(‘PQ + ¢2) 4,
det(ip3 +13) = 5,

t(904 + ¢4> :

t(904 +1ba) >
det(pq 4+ 104) < t, gdzie t to z gory ustalona liczba.
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