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Twierdzenie 1 Niech T : V n −→ K b ↪edzie funkcj ↪a liniow ↪a wzgl ↪edem i-tej
zmiennej i niech ϕ ∈ Hom(U, V ). Wtedy funkcja Tϕ : Un −→ K zdefinio-
wana wzorem

Tϕ(u1, ..., un) = T (ϕ(u1), ..., ϕ(un))

jest liniowa wzgl ↪edem każdej ze zmiennych, czyli jest tensorem.

Definicja 1 Niech {e1, ..., en} b ↪edzie baz ↪a w przestrzeni Kn Jako det nazy-
wamy taki n-tensor skośnie symetryczny dla którego det(e1, e2, ..., en) = 1
(uwaga! trzeba zauważyć, że wymiar dimV = n musi być równy liczbie ”n”
przy oznaczeniu tensora).

WÃlasność 1 Dla każdej przestrzeni Kn jest dokÃladnie jeden taki tensor det
o podanej powyżej wÃlasności.

Definicja 2 Niech ϕ ∈ Hom(Kn,Kn). Wtedy detϕ = det(ϕ(e1), ..., ϕ(en))
nazywamy wyznacznikiem det operatora ϕ, gdzie {e1, ..., en} jest baz ↪a w prze-
strzeni Kn.

Niech {e1, ..., en} b ↪edzie baz ↪a w Rn. Zdefiniujmy nast ↪epuj ↪ace przeksztaÃlcenia
ϕi : R3 −→ R3:

1. ϕ1(e1) = e1 − e2, ϕ1(e2) = 2e1 + e3, ϕ1(e3) = −2e2 − 2e3;
2. ϕ2(e2) = e1 − e2 + e3, ϕ2(e2) = −e1 − 2e2 + e3, ϕ2(e3) = 2e1 + e2,

oraz przeksztaÃlcenia przestrzeni R4 w siebie:

3. ϕ3(e1) = e1 − e2, ϕ3(e2) = e2 + e3,
. ϕ3(e3) = −e3 + e4, ϕ3(e4) = −4e1 − 2e4;
4. ϕ4(e1) = e3, ϕ4(e2) = −e2 + e3,
. ϕ4(e3) = e1 + 2e2 − e3, ϕ4(e4) = e1 + e2 − e3 − 2e4.

0Zadania cz ↪eściowo na podst. skryptu ”Algebra i Geometria Analityczna z zadaniami”,
E. PÃlonka, Gliwice 1990
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Zadanie 1 Obliczyć zarówno z definicji wyznacznika jak i zapisuj ↪ac od-
powiednie macierze wyznaczniki powyższych przeksztaÃlceń. (rozwi ↪azanie:
detϕ2 = 0, a pozostaÃle wyznaczniki s ↪a równe −2.

Zadanie 2 Sprawdzić nast ↪epuj ↪ace wzory:

det(ϕ + ψ) = det(ϕ) + det(ψ), det(−ϕ) = −det(ϕ), det(kϕ) = k · det(ϕ),

gdzie ϕ, ψ to przeksztaÃlcenia liniowe Kn na Kn. (rozwi ↪azanie: dla dowolnego
n żaden ze wzorów nie jest prawdziwy; pierwszy jest prawdziwy tylko dla
n = 1, drugi dla n nieparzystego, a trzeci albo dla k = 0 albo gdy n = 1).

Zadanie 3 Wykazać, że det(v1, v2, ..., vn) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ci ↪ag
v1, v2, ..., vn jest liniowo zależny.

Zadanie 4 Wykazać, że det(ϕ2) 6= 0 wtedy i tylko wtedy gdy ϕ−1 istnieje.

Zadanie 5 Wyznaczyć detϕ, gdzie

ϕ(e1) = e1, ϕ(ei+1) = ei+1 + 2ϕ(ei),

i ∈ {1, ..., n− 1} (rozwi ↪azanie: detϕ = 1).

Zadanie 6 Mamy dane przeksztaÃlcenia liniowe ϕ,ψ : V n −→ V n takie, że
detϕ = 5. Wykazać ,że zachodz ↪a równości: detϕ4 = 625, det3ϕ = 3n5 oraz
że nie można jednoznacznie obliczyć detϕ+ψ gdy dane s ↪a detϕ, detψ.

Zadanie 7 Niech ϕσ, σ ∈ Sn b ↪edzie operatorem z Hom(Kn,Kn) zdefinio-
wanym warunkiem ϕσ(ei) = eσ(i). Obliczyć det(ϕσ).

Zadanie 8 Podać przykÃlad takich przeksztaÃlceń ϕi, ψi, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6},
żeby detϕi = detψi = 2 oraz
1. det(ϕ1 + ψ1) = 0,
2. det(ϕ2 + ψ2) = 4,
3. det(ϕ3 + ψ3) = 5,
4. det(ϕ4 + ψ4) = 6,
5. det(ϕ4 + ψ4) > t,
6. det(ϕ4 + ψ4) < t, gdzie t to z góry ustalona liczba.
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